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Einleitung

Diese Diplomarbeit analysiert den Algorithmus von John Boyer und Wendy Myrvold
zur Einbettung planarer Graphen. Außerdem wird eine Implementation in der
Programmiersprache Java beschrieben, die in das Framework des Forschungsprojektes
„VinetS – Software zur Visualisierung vernetzter Strukturen“ an der Fachhochschule
Stralsund integriert wurde.

Das Forschungsprojekt „VinetS“ hat zum Ziel, ein Framework zur Visualisierung
vernetzter Strukturen zu schaffen. Vernetzte Strukturen – Netzwerke – schließen
herkömmliche Graphen ein, erweitern diese jedoch um die Konzepte der Hyperkante
und des Ports. Um eine plattformübergreifende Benutzung zu ermöglichen, wird das
Framework des Projektes in der Programmiersprache Java erstellt. Die im Rahmen
dieser Diplomarbeit implementierte Version beschränkt sich auf die Verarbeitung
traditioneller Graphenstrukturen.

Eine Visualisierung hat immer zum Ziel, komplizierte Beziehungen oder Vorgänge für
den Menschen einfach verständlich darzustellen. Im Bereich der netzwerkartigen
Strukturen zeichnet sich eine gute, übersichtliche Darstellung unter anderem auch
dadurch aus, dass die Verbindungen der Netzelemente kreuzungsfrei dargestellt werden.
Dadurch sind die Beziehungen der Elemente vom Betrachter besser nachzuverfolgen.
Ein Algorithmus zur kreuzungsfreien Einbettung eines Netzwerks in der Ebene ist daher
ein Schlüsselelement zur optimalen Darstellung derartiger Strukturen.

Die in dieser Arbeit analysierte und implementierte Version des Algorithmus [3] ist eine
Weiterentwicklung des 1999 auf dem „Symposium Of Discrete Algorithms“ (SODA)
der ACM1/SIAM2 von Boyer und Myrvold im Artikel „Stop minding your P`s and Q`s :
A simplified O(n) planar embedding algorithm“ [2] vorgestellten Algorithmus.

                                                          
1 Association of Computing Machinery – http://www.acm.org
2 Society for Industrial and Applied Mathematics – http://www.siam.org
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Grundlagen

Graphenmodell

In der Arbeit wird das einfache Graphenmodell ohne die Erweiterungen des
Netzwerkmodells verwendet. Eine Einführung in das Graphenmodell findet sich unter
[8, Seite 17]. Einige, für die weitere Darstellung wichtige, Eigenschaften von Graphen
und die verwendete Terminologie sollen trotzdem kurz erläutert werden.

Ein Graph G besteht aus einer Knotenmenge V und einer Kantenmenge E. Kanten
verbinden immer genau zwei Knoten des Graphen – im Gegensatz zu Hyperkanten im
erweiterten Netzwerkmodell, die auch mehr als zwei Knoten verbinden können. Ein
Sonderfall im Graphenmodell ist die Schlinge. Dabei handelt es sich um eine Kante,
deren beiden Endpunkte mit demselben Knoten verbunden sind. Die zyklische
Reihenfolge der Kanten an einem Knoten ist beliebig wählbar, während dies im
Netzwerkmodell durch so genannte Ports an den Knoten beschränkt werden kann.

Die Kanten können einen Richtungssinn besitzen. Das heißt, ein Knoten ist die Quelle
der Kante und der andere Knoten das Ziel der Kante. Diese Kanten werden gerichtete
Kanten genannt, andernfalls heißen sie ungerichtete Kanten. Bei einer Traversierung
des Graphen kann eine gerichtete Kante gewöhnlich nur gemäß ihrer Richtung
durchlaufen werden. Besitzt ein Graph nur gerichtete Kanten, ist der Graph gerichtet.
Besitzt er nur ungerichtete Kanten, ist der Graph ungerichtet. Ein Graph kann sowohl
gerichtete als auch ungerichtete Kanten besitzen. Er wird dann gemischter Graph
genannt.

Verbinden mehrere gleichgerichtete oder ungerichtete Kanten dieselben Knoten, sind
sie Parallelkanten. Hat ein Graph weder Parallelkanten noch Schlingen, wird er als
schlicht bezeichnet.

Ein Weg im Graphen ist eine aufeinanderfolgende Menge von Knoten und Kanten mit
einem Start- und einem Endknoten. Sind der Start- und Endknoten eines Weges
identisch, handelt es sich um einen Kreis. Wege ohne Knotenwiederholungen sind
einfache Wege. Enthält ein Kreis außer dem Start-/Endknoten keine
Knotenwiederholungen spricht man von einem einfachen Kreis3.

                                                          
3 Siehe auch [4, Seite 13]
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Zusammenhang in Graphen

Ein Graph ist zusammenhängend, wenn es
zwischen jeweils zwei Knoten einen Weg
gibt. Gibt es genau einen Weg, ist er einfach
zusammenhängend. Ist ein Graph nicht
vollständig zusammenhängend, so werden
die zusammenhängenden Bereiche
Zusammenhangskomponenten genannt.
Einfach zusammenhängende Bereiche des
Graphe werden als einfache Zusammenhangskomponenten oder Bäume bezeichnet.

Ein Graph mit mehr als zwei Knoten ist zweifach zusammenhängend, wenn es
zwischen jeweils zwei Knoten zwei im Inneren disjunkte Wege gibt. Das Entfernen
eines Knotens führt nicht zum Zerfallen des Graphen, weil es zwischen den Knoten
immer noch einen alternativen Weg gibt, der nicht den entfernten Knoten nutzt.

Einzelne Kanten mit ihren zwei verbundenen Knoten können auch als minimale
zweifach zusammenhängende Komponenten interpretiert werden. In Bezug auf die
Inklusion von Knoten und Kanten maximale zweifach zusammenhängende Bereiche
eines Graphen werden als zweifache Zusammenhangskomponenten oder auch Blöcke
bezeichnet. Knoten, deren Entfernung zum Zerfallen des Graphen führen, werden
Artikulationspunkte genannt.

Einfach zusammenhängender Graph

Entfernen eines Knotens in einem zweifach zusammenhängenden Graphen

Entfernen des Artikulationspunktes



7

Tiefensuche

Knoten und Kanten eines Graphen können mit der Tiefensuche (DFS – Depth First
Search) systematisch durchlaufen werden. Eine detaillierte Beschreibung findet sich in
[8, Seite 411]. Das Verfahren ist Bestandteil des in der Diplomarbeit analysierten
Algorithmus.

Ziel der Tiefensuche ist es, jeden Knoten und jede Kante des Eingabegraphen zu
erfassen. Dazu wird ein rekursives Verfahren angewandt. An einem Knoten werden alle
noch nicht benutzten Kanten verfolgt und dieselbe Regel zuerst an dem über die Kante
erreichten Knoten wieder angewendet, bevor die Bearbeitung des Knotens fortgesetzt
wird. Dadurch geht die Suche zuerst in die Tiefe des Graphen. Ist das Ziel einer
ausgewählten Kante ein noch nicht besuchter Knoten, so wird diese Kante als
Baumkante bezeichnet und das Verfahren wird zunächst an dem erreichten Knoten
fortgesetzt. Dieser Knoten wird als Nachfolger des vorherigen Knotens bezeichnet.
Würde hingegen ein bereits besuchter Knoten erreicht, handelt es sich um eine
Rückwärtskante und der Knoten wird nicht erneut besucht.

Jeder Knoten des Graphen muss besucht werden. Die Knoten lassen sich in der
Reihenfolge ihres erstmaligen Besuches nummerieren. Die den Knoten zugeordnete
Nummer wird im Weiteren als Tiefensuchindex oder DFI (Depth First Search Index)
bezeichnet. Die Tiefensuche erzeugt einen aufspannenden Baum aus Baumkanten für
jede Zusammenhangskomponente des Eingabegraphen. Aufspannend bedeutet, dass der
Baum jeden Knoten der Zusammenhangskomponente enthält. Für alle Knoten im Baum
gilt, dass ihr DFI kleiner ist als der aller Nachfolger. Die Baumwurzel hat immer den
geringsten DFI der Knoten des Baums.

Es sei davon ausgegangen, dass eine Tiefensuche in einem ungerichteten Graphen
logisch die Kanten in gerichtete Kanten umwandelt. Die Baumkanten sind dann zum
Nachfolger gerichtet. Die Rückwärtskanten sind entgegengesetzt, das heißt zu einem
Knoten mit einem geringeren DFI hin, gerichtet. Dementsprechend werden in dieser
Diplomarbeit Kantenquelle und Kantenziel für Baum- und Rückwärtskanten
interpretiert. Der von einem Knoten über einen Weg einer beliebigen Anzahl
Baumkanten und einer Rückwärtskante, den Richtungssinn der Kanten respektierend,
erreichbare Knoten mit dem kleinsten Tiefensuchindex wird Lowpoint des Knotens
genannt.
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Problemstellung der Diplomarbeit

Beschreibung

Ein Graph ist planar, wenn es eine Möglichkeit gibt, ihn ohne Kreuzungen der Kanten
in der Ebene zu zeichnen. Zusätzlich gilt die Bedingung, dass alle Knoten natürlich
disjunkte Positionen haben müssen, d. h. sich nicht überdecken. Die Möglichkeiten,
einen Graphen zu zeichnen, lassen sich in Gruppen unterteilen. Einige der Gruppen sind
kreuzungsfrei darstellbar.

Diese Gruppen werden als Einbettungen des Graphen bezeichnet. Eine planare
Einbettung ist eindeutig durch ihre Facetten charakterisiert. Facetten sind im Inneren in
Bezug auf Knoten und Kanten leere Flächen, die durch eine Menge von Kanten
vollständig begrenzt werden. Für planare Graphen gilt: „Jede Kante, die auf einem
einfachen Kreis liegt, grenzt genau an zwei Facetten an; alle anderen genau an eine
Facette“ [4, S. 14].

Die Facetten lassen sich eindeutig beschreiben, indem für jeden Knoten die zyklische
Reihenfolge der inzidenten Kanten festgelegt wird. Ein Algorithmus zur planaren
Einbettung erzeugt für jeden Knoten eine kompatible zyklische Anordnung der Kanten,
so dass der Graph kreuzungsfrei zeichenbar ist. Dies wird als kombinatorische
Einbettung bezeichnet. Zwei kombinatorische Einbettungen sind identisch, wenn sie die
gleichen Facetten erzeugen.

Der Graph K4 links mit Kreuzungen und rechts
kreuzungsfrei gezeichnet

Mit „F“ gekennzeichnete Flächen sind einzelne
Facetten. Zu beachten ist die ebenfalls markierte
äußere Facette.
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Um den Graphen tatsächlich kreuzungsfrei in der Ebene darzustellen, sind diese
Informationen jedoch unzureichend. Zusätzlich müssen Koordinaten für die Knoten als
auch Wege für die Kanten errechnet werden („edge routing“). Dieser Vorgang wird
geometrische Einbettung genannt. Bemerkenswert ist dabei, dass jeder planare Graph
kreuzungsfrei so gezeichnet werden kann, dass alle Kanten als gerade Verbindungen
repräsentiert werden [1, S. 132]. Anwendungsabhängig können jedoch z. B. orthogonale
Kantendarstellungen die Übersichtlichkeit deutlich verbessern.

Die kombinatorische Einbettung liefert also nur die Voraussetzung für die geometrische
Einbettung. Im Idealfall benötigt ein Layout-Algorithmus zur geometrischen Einbettung
nur die errechneten Facetten, kann also als Eingabe das Ergebnis eines beliebigen
Algorithmus zur kombinatorischen Einbettung benutzen.

Im Rahmen der Diplomarbeit soll ein Algorithmus zur kombinatorischen planaren
Einbettung analysiert und implementiert werden.

Eigenschaften planarer Graphen

Zum Testen der Planarität ist die Richtung der Kanten eines gerichteten Eingabegraphen
unerheblich, da nur die Kreuzungen der Kanten entscheidend sind. Auch Schlingen sind
für den Test irrelevant, weil sich diese immer einbetten lassen, ohne Kreuzungen mit
anderen Kanten zu erzeugen. Schließlich kann auf die Verarbeitung von zusätzlichen
Parallelkanten verzichtet werden, weil sie entweder alle eine Kreuzung erzeugen oder
sich parallel planar einbetten lassen. Planaritätstests können sich somit auf die
Verarbeitung von schlichten, ungerichteten Graphen beschränken. Gerichtete Kanten
des Eingabegraphen können dann als ungerichtete Kanten interpretiert werden.
Schlingen und Parallelkanten werden nachträglich eingefügt.

Ein einfaches Kriterium zur schnellen Prüfung ob ein Graph planar ist, lässt sich nach
einem Satz von Euler ableiten [4, S. 15]. Danach hat ein planarer Graph mit mehr als
zwei Knoten höchstens (3 * Knotenanzahl – 6) Kanten. Weil sich dieser Test schnell
ausführen lässt, wird er meistens zu Beginn eines Algorithmus zur Prüfung der
Planarität ausgeführt, um aufwändige weiterführende Berechnungen vermeiden zu
können.

Das Einfügen von Knoten entlang vorhandener Kanten wird als Unterteilung
bezeichnet. Die eingefügten Knoten haben folglich den Knotengrad zwei.
Entgegengesetzt lassen sich durch Kontraktion auch Knoten mit dem Grad zwei durch
eine Kante ersetzen.
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Ein Graph wird als homeomorph zu einem anderen Graphen bezeichnet, wenn er durch
Unterteilungen und Kontraktionen in diesen umgewandelt werden kann. Kuratowski4

bewies, dass jeder Graph planar ist, der keinen Subgraphen homeomorph zu den
Graphen K5 (vollständiger Graph mit fünf Knoten) und K3,3 (vollständiger bipartiter
Graph mit sechs Knoten) enthält [3, Seite 2].

Wird durch einen Algorithmus festgestellt, dass der Graph nicht planar ist, existiert
folglich ein solcher Subgraph im Eingabegraphen. Die Graphen K5 und K3,3 werden
auch als Kuratowski-Graphen bezeichnet. Die Kuratowski-Graphen sind zweifach
zusammenhängend. Nicht planare Graphen (Teilgraphen) sind daher immer mindestens
zweifach zusammenhängend und einfach zusammenhängende Graphen (Bäume) stets
planar. Ein Algorithmus braucht deshalb nur die zweifach zusammenhängenden
Komponenten eines Graphen zu überprüfen, um eine Aussage über die Planarität
machen zu können.

                                                          
4 Kazimierz Kuratowski (1896-1980), siehe [10]

Die Kontraktion der markierten Knoten des linken Graphen führt zum rechten Graphen. Analog
kann der linke Graph auch durch Unterteilungen der Kanten des rechten Graphen entstehen.

Links der Graph K5, rechts K3,3



11

Auswahl des Algorithmus

Es existieren mehrere Algorithmen zum Testen der Planarität eines Graphen. Diese
unterscheiden sich in der Laufzeitkomplexität und darin, ob neben einer Aussage über
die Planarität auch eine kombinatorische planare Einbettung errechnet wird. Im Rahmen
der Vorbereitung auf diese Diplomarbeit wurden drei alternative Algorithmen
untersucht.

Ein relativ einfacher Algorithmus wurde von Di Battista, Eades, Tamassia und Tollis in
[1, S. 74] vorgestellt. Dieser benötigt kubische Laufzeit, ist also für große Graphen nicht
geeignet. Positiv hervorzuheben ist aber die sehr verständliche Beschreibung, die sich
auch aus der geringen Komplexität des Verfahrens ergibt. Die nötigen Schritte zur
Berechnung einer Einbettung werden nicht angeben, sind jedoch nachvollziehbar.

Der zweite untersuchte Planaritätstest [5] wurde von Hopcroft und Tarjan im Jahr 1974
vorgestellt und benötigt lineare Laufzeit. Ein konkretes Verfahren, um eine Einbettung
zu erhalten, wird nicht angeführt. Es wird jedoch behauptet, dass es einfach wäre, und
die Herleitung einer Einbettung dem Leser überlassen. Dazu ist anzumerken, dass dieser
Algorithmus wesentlich komplexer als der erste ist und die nötigen Schritte deshalb
nicht unbedingt offensichtlich sind.

In beiden Algorithmen wird ein zweifacher Zusammenhang der Eingabedaten
vorausgesetzt. Dies ist keine Einschränkung, da sich einfache Zusammenhangs-
komponenten (Bäume) stets kreuzungsfrei einbetten lassen. Allerdings ergibt sich
dadurch der Mehraufwand, die zweifach zusammenhängenden Komponenten des
Graphen zu isolieren, den Algorithmus für jede gefundene Komponente einzeln
auszuführen und das Ergebnis zum Schluss zusammenzusetzen. Erwähnenswert ist eine
Implementation des Algorithmus von Hopcroft und Tarjan in [7], die auch eine
Einbettung ermittelt. Hier wird ein zweifacher Zusammenhang nicht mehr
vorausgesetzt. Wenn vorhanden, wird zudem ein Kuratowski-Subgraph isoliert.

Der Algorithmus von Boyer und Myrvold, der in dieser Diplomarbeit analysiert wird,
besitzt lineare Komplexität und hat den Vorteil, dass sich aus der benutzten
Datenstruktur die kombinatorische Einbettung direkt ableiten lässt. Die Eingabedaten
müssen nicht zweifach zusammenhängend sein. Außerdem beschreiben die Autoren
eine Erweiterung, die die Isolation eines Kuratowski-Subgraphen erlaubt. Ein nicht
unwesentlicher Punkt ist auch das logisch erscheinende und nachvollziehbare
Ablaufprinzip. Daher fiel die Entscheidung, diesen Algorithmus zu analysieren und zu
implementieren.
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Beschreibung des Algorithmus

Abstrakte Beschreibung

Der Algorithmus erzeugt durch Tiefensuche einen aufspannenden Baum jeder
Zusammenhangskomponente des Eingabegraphen. Die gefundenen Baumkanten werden
als einzelne zweifach zusammenhängende Komponenten eingebettet. Aufgrund dieser
Interpretation der Baumkanten entsprechen die Knoten im Inneren des
Tiefensuchbaums Artikulationspunkten.

Nun werden die Rückwärtskanten des Graphen nacheinander entlang der äußeren
Facette der zweifach zusammenhängenden Komponenten eingebettet. Durch das
Einbetten von Rückwärtskanten werden die zweifach zusammenhängenden
Komponenten zu größeren verschmolzen, da sie alternative Wege zu den früheren
Artikulationspunkten zwischen den beteiligten Komponenten bilden. Die eingebetteten
Rückwärtskanten bilden einen Teil der externen Facette der durch das Verschmelzen
entstehenden neuen größeren zweifach zusammenhängenden Komponenten.

Die Einbettung erfolgt, ohne dass Kantenkreuzungen erzeugt werden, wenn der Graph
planar ist. Dazu hält der Algorithmus die Invariante aufrecht, dass zu jedem Zeitpunkt
alle noch nicht verarbeiteten Rückwärtskanten nacheinander an der äußeren Facette der
entstehenden Einbettung platziert werden können. Knoten, die noch einzubettende
Rückwärtskanten besitzen, müssen deshalb auf der externen Facette der entstehenden
Einbettung gehalten werden.

Um der Invariante zu entsprechen, werden die Rückwärtskanten in einer festgelegten
Reihenfolge eingebettet. Dazu werden die Knoten in absteigender Reihenfolge ihrer

Die quadratischen Knoten in der linlen Abbildung symbolisieren den
Artikulationspunkt der beiden Blöcke, der in jedem Block repräsentiert wird.
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Entdeckung während der Tiefensuche (absteigende Reihenfolge der DFI) durchlaufen
und alle Rückwärtskanten, die zu diesem Knoten führen, eingebettet. Die Bearbeitung
eines Knotens entspricht einem Hauptschritt im Algorithmus. Nachfolgend wird der im
gegenwärtigen Schritt bearbeitete Knoten deshalb aktueller Knoten genannt. Der DFI
des aktuellen Knotens ist stets kleiner als der DFI des Quellknotens der
Rückwärtskante.

Der Algorithmus entscheidet anhand definierter Kriterien, in welcher Reihenfolge und
entlang welcher Seite der äußeren Facette der zweifach zusammenhängenden
Komponenten die Rückwärtskanten zum aktuellen Knoten eingebettet werden müssen,
ohne die planare Einbettung weiterer Rückwärtskanten zu verhindern. Durch das
Einbetten der Rückwärtskanten gerät ein Teil der externen Facetten der beteiligten
zweifach zusammenhängenden Komponenten in das Innere der Einbettung. Wenn nötig,
müssen deshalb die Komponenten vor dem Verschmelzen in der Ebene gedreht werden,
um Knoten mit einer später einzubettenden Rückwärtskante auf der äußeren Facette der
Einbettung zu halten.

Unter bestimmten Bedingungen ist es nicht möglich, die Rückwärtskanten einzubetten,
ohne die Invariante zu verletzen. Der Beweis des Algorithmus in [3, Seite 13ff.] zeigt,
dass dies genau dann der Fall ist, wenn im Eingabegraph ein zu einem der Kuratowski-
Graphen homeomorpher Teilgraph enthalten ist. Ist ein Graph nicht planar, wird das im
Lauf der Einbettung also erkannt. Andernfalls ergibt sich für jeden Knoten eine
zyklische Reihenfolge der ausgehenden Kanten, die einer kombinatorischen planaren
Einbettung entspricht.

In der linken Abbildung können die beiden Rückwärtskanten zur Bicomp A nicht auf
einer Seite eingebettet werden. Dies ist nötig, da der rechte Knoten der Bicomp A eine
später einzubettende Rückwärtskante besitzt. In der rechten Abbildung wurde die
Bicomp B gedreht. Nun können die Rückwärtskanten planar eingebettet werden.
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Detailbeschreibung

Terminologie

Um den Ablauf des Algorithmus zu verstehen, sind zunächst einige Definitionen nötig.
Viele davon beziehen sich auf eine spezielle Datenstruktur, die benutzt wird, um die
entstehende Einbettung zu repräsentieren. Diese Datenstruktur enthält Informationen
über Knoten, Kanten, die zweifach zusammenhängenden Komponenten der Einbettung
und ihre Verbindungen durch Artikulationspunkte.

Genau ein Knoten in der Terminologie des Algorithmus repräsentiert einen Knoten des
Eingabegraphen. Die zweifach zusammenhängenden Komponenten der Einbettung
werden in der Arbeit von Boyer und Myrvold als Bicomps (Bi-Connected Components)
bezeichnet. Zu Beginn des Algorithmus wird jede Baumkante als einzelne Bicomp
interpretiert. Eine Bicomp, die nur aus einer Kante besteht, wird auch Singleton-
Bicomp genannt.

Sind mehrere zweifach zusammenhängenden Komponenten miteinander verbunden,
müssen die Artikulationspunkte in jeder der Bicomps repräsentiert werden. In genau
einer Bicomp ist der Artikulationspunkt durch einen Knoten, in allen anderen Bicomps
durch einen virtuellen Knoten repräsentiert. Diese Verteilung ergibt sich aus der
anfänglichen Zerlegung des DFS-Baums in Singleton Bicomps. Eine Singleton Bicomp
enthält einen Knoten und einen virtuellen Knoten. Der Knoten entspricht dem
Zielknoten der Baumkante. Der Quellknoten der Baumkante wird durch einen virtuellen
Knoten repräsentiert. Deshalb entspricht die Anzahl der virtuellen Knoten eines
Knotens anfangs der Anzahl der Nachfolger des Knotens im DFS-Baum. Der virtuelle
Knoten wird auch als Kopie seines Knotens bezeichnet.

In einer Bicomp gibt es immer nur einen virtuellen Knoten und der durch ihn
repräsentierte Knoten hat den niedrigsten Tiefensuchindex (DFI) der Knoten der
Komponente. Der virtuelle Knoten ist die Wurzel einer zweifach zusammenhängenden
Komponente. Eine Tochterbicomp eines Knotens ist eine Bicomp, deren Wurzel eine
Kopie dieses Knotens ist. Gleichzeitig ist sie die Tochterbicomp der Bicomp, die den
Knoten enthält.

Zu Beginn des Algorithmus entspricht die Anzahl der Tochterbicomps eines Knotens
genau der Anzahl der DFS-Nachfolger. Später werden durch das Einfügen von
Rückwärtskanten Bicomps mit ihren Tochterbicomps verschmolzen, wenn die virtuellen
Knoten dadurch keine Artikulationspunkte mehr sind. Beim Verschmelzen wird der
virtuelle Knoten der Tochterbicomp entfernt. Eine Bicomp enthält also nie gleichzeitig
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einen Knoten und eine seiner Kopien. Die Mutterbicomp eines Knotens/einer Bicomp
ist die Bicomp, die den Knoten seiner/ihrer Bicompwurzel enthält.

Zur Verdeutlichung sind in der folgenden Abbildung die Elemente und Beziehungen
dargestellt.

Das linke Bild zeigt einen kleinen DFS-Baum. Die Knotennamen entsprechen den
Tiefensuchindizes. Rechts wurde der DFS-Baum in Singleton-Bicomps zerlegt. Gefüllte
Kreise entsprechen Knoten, ungefüllte Kreise virtuellen Knoten. Die Bicomps sind mit
Großbuchstaben bezeichnet. Der Knoten „1“ hat eine (A), der Knoten „2“ zwei (B und
C) Tochterbicomps. Die Bicomp A ist die Mutterbicomp der Knoten „3“ und „4“ und
der Bicomps B und C.

Zugehörigkeit und Aktivität

Im Ablauf des Algorithmus werden für Knoten und Bicomps dynamisch Eigenschaften
ermittelt, die benutzt werden, um die Reihenfolge und Platzierung der einzubettenden
Rückwärtskanten festzulegen. Die Eigenschaften von Knoten beziehen sich nicht auf
virtuelle Knoten. Die Verfahren, um diese Eigenschaften effizient zu ermitteln, werden
später beschrieben.

Eine Bicomp heißt in einem Schritt des Algorithmus zugehörig, wenn sie einen Knoten
enthält, der eine noch einzubettende Rückwärtskante zu dem aktuell bearbeiteten
Knoten hat, oder eine zugehörige Tochterbicomp besitzt. Zugehörige Bicomps bilden
von der Quelle der Rückwärtskante einen virtuellen Pfad im Baum bis zum aktuellen
Knoten. Ein Knoten wird zugehörig genannt, wenn er entweder Quelle einer
Rückwärtskante ist, die im aktuellen Schritt des Algorithmus noch eingebettet werden
muss, oder eine zugehörige Tochterbicomp besitzt.

Zerlegung eines Graphen in Bicomps
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Während des Ablaufs des Algorithmus heißt ein Knoten extern aktiv, wenn er
entweder eine Rückwärtskante zu einem Knoten hat, dessen DFI kleiner als der aktuelle
Knoten ist, oder er eine Tochterbicomp besitzt, die mindestens einen extern aktiven
Knoten enthält. Eine Bicomp, die mindestens einen extern aktiven Knoten enthält, wird
extern aktive Bicomp genannt.

Ein Knoten, der zwar zugehörig, aber nicht extern aktiv ist, wird intern aktiv genannt.
Enthält eine Bicomp mindestens einen intern aktiven Knoten, jedoch keinen extern
aktiven Knoten, ist die Bicomp intern aktiv. Ist ein Knoten im aktuellen Schritt weder
extern noch intern aktiv, so wird er als inaktiv bezeichnet.

Diese Definitionen werden an einem Beispiel ab Seite 22 demonstriert.

Initialisierung

Zur Initialisierung der Einbettungsstruktur wird eine Tiefensuche im Graph ausgeführt.
Jedem Knoten wird dabei der Tiefensuchindex zugeordnet. Für jede gefundene
Baumkante wird eine Singleton-Bicomp erzeugt, die aus einem virtuellen Knoten für
die Quelle und einem Knoten für das Ziel der Baumkante besteht – die Baumwurzeln
werden als einzelne Knoten in der Struktur interpretiert.

Die Hauptschleife

Der Algorithmus durchläuft in einer Schleife alle Knoten in absteigender Reihenfolge
ihrer Tiefensuchindizes. Ziel eines Durchlaufs der Schleife ist es, alle Rückwärtskanten,
die zu dem aktuellen Knoten führen, einzubetten.

Um die Rückwärtskanten korrekt einzubetten, müssen die in diesem Schritt zugehörigen
Bicomps ermittelt werden. Das Verfahren wird als Walkup bezeichnet und im
folgenden Abschnitt beschrieben. Nachdem die zugehörigen Bicomps ermittelt wurden,
können die Rückwärtskanten eingebettet werden. Dazu dient die so genannte
Walkdown-Prozedur, die ebenfalls nachfolgend beschrieben ist. Die Walkdown-
Prozedur bettet Rückwärtskanten ein, solange dies möglich ist, ohne die Planarität der
bis jetzt erzeugten Einbettung zu zerstören. Ist in einem Durchlauf die Anzahl der
eingebetteten Rückwärtskanten kleiner als die Zahl der anfangs ermittelten, so ist der
Graph nicht planar und der Algorithmus kann an dieser Stelle abgebrochen werden.
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Die Walkup-Prozedur

Der Walkup wird für jeden Knoten mit einer Rückwärtskante, die zum aktuell
bearbeiteten Knoten führt, aufgerufen. Der Zweck der Walkup-Prozedur ist das Finden
aller Bicomps der Einbettungsstruktur, die auf dem Weg von einem Knoten mit einer
Rückwärtskante bis zu dem aktuell bearbeiteten Knoten liegen. Diese Bicomps werden
als zugehörig markiert. Anhand der Markierung traversiert die spätere Walkdown-
Prozedur die Bicomps, um die Rückwärtskanten einzubetten.

Die Einbettung besteht zu jedem Zeitpunkt aus einem Baum von Bicomps – ein Baum
für jede Zusammenhangskomponente des Eingabegraphen. Die Verbindungen der
Baumelemente – Artikulationspunkte – werden dabei durch Knoten und ihre virtuellen
Knoten realisiert. Da der Weg der zu benutzenden Bicomps aufwärts im Baum
eindeutig ist, kann der Walkup für einen Knoten abgebrochen werden, wenn eine bereits
als zugehörig markierte Bicomp erreicht wurde. Der Rest des Weges ist identisch mit
den bereits markierten Bicomps. Alle durch den Walkup gefundenen Wege ergeben
deshalb ihrerseits wieder eine baumartige Struktur, deren Wurzel der aktuell bearbeitete
Knoten ist.

Der Walkup startet von dem Quellknoten der Rückwärtskante und sucht gleichzeitig in
beiden Richtungen (im und entgegen dem Uhrzeigersinn) entlang der externen Facette
seiner Bicomp nach dem aktuellen Knoten.

Wird ein virtueller Knoten gefunden, wird die Suche an dem entsprechenden Knoten in
der Mutterbicomp fortgesetzt. Die Tochterbicomp, aus der die Walkup-Prozedur kam,

Der quadratische Knoten ist der aktuelle
Knoten des Schrittes. Von den Knoten A
und B sind Rückwärtskanten einzubetten.
Der gestrichelt dargestellte Weg in der
Bicomp mit dem Knoten C ist zwischen den
zwei Walkup-Aufrufen im Schritt geteilt
und wird nur einmal durchlaufen.
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wird als zugehörig markiert und ihre Wurzel, der virtuelle Knoten, im Knoten der
Mutterbicomp als zugehörig gespeichert. Nun wird an dem Knoten wieder in beide
Richtungen nach dem aktuellen Knoten gesucht bzw. beim Finden eines virtuellen
Knotens in die Mutterbicomp gesprungen. Bei der Suche bewegt sich der Algorithmus
also im Baum aufwärts („walk up“), bis der gesuchte Knoten gefunden wird.

Das Suchen in beiden Richtungen entlang der externen Facette der Bicomps ist eine
Optimierung, da unter Umständen ein Weg deutlich länger ist als der andere. Der
aktuelle Knoten liegt garantiert noch in seiner Singleton Bicomp. Weil keine
Rückwärtskanten zu einem Knoten mit einem DFI kleiner als der aktuelle Knoten
eingebettet wurden, wurde die Bicomp noch nicht mit anderen Bicomps vermischt.
Erreicht der Walkup durch das Springen in die Mutterbicomp eines virtuellen Knotens
eine neue Bicomp, trifft er also entweder sofort auf den aktuellen Knoten oder die
Wurzel dieser Bicomp (ein virtueller Knoten) muss so schnell wie möglich erreicht
werden.

Die Walkdown-Prozedur

Ziel der Walkdown-Prozedur ist es, alle zu dem aktuellen Knoten führenden
Rückwärtskanten einzubetten. Vor der Einbettung werden die beteiligten Bicomps
miteinander verschmolzen, da durch das Hinzufügen der Rückwärtskante eine neue
große Bicomp entsteht (siehe folgender Abschnitt). Ist eine Einbettung der
Rückwärtskante nicht möglich, wird die Nichtplanarität des Graphen festgestellt.

Die Walkdown-Prozedur wird einmal für jede Tochterbicomp des aktuellen Knotens
aufgerufen. Die Wurzeln der Tochterbicomps sind Kopien des aktuellen Knotens.
Aufgrund der Verarbeitung der Rückwärtskanten in umgekehrter Reihenfolge der
Tiefensuchindizes ihrer Ziele, sind diese Tochterbicomps anfänglich, bevor sie mit
ihren zugehörigen Tochterbicomps verschmolzen werden, noch die Singleton-Bicomps,
die zu Beginn in der Initialisierungsphase eingebettet wurden.

Der Walkdown beginnt,  die externe Facette der Tochterbicomp von ihrer Wurzel aus in
eine Richtung zu umlaufen. Die Wurzel wird deshalb auch Startknoten genannt. Die
Wahl der Richtung für den Umlauf ist beliebig. Die Autoren wählen die Richtung
entgegen dem Uhrzeigersinn. An dem Knoten der Singleton-Bicomp angekommen,
werden alle zu diesem Knoten zugehörigen Bicomps besucht. Die zugehörigen Bicomps
wurden während der Walkup-Phase ermittelt. Dabei werden zuerst alle intern aktiven
Bicomps und dann die extern aktiven Bicomps besucht. Bevor in die Tochterbicomp
verzweigt wird, müssen der Knoten sowie die Richtung, aus der er betreten wurde,
gespeichert werden.
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In einer Tochterbicomp wird nun ausgehend von der Wurzel, einem virtuellen Knoten,
entlang der externen Facette im und entgegen dem Uhrzeigersinn jeweils der nächste
intern oder extern aktive Knoten gesucht. Es wird vorzugsweise ein intern aktiver
Knoten ausgewählt. Wurde in beiden Richtungen ein extern aktiver Knoten gefunden,
dann wird ein Knoten mit einer zugehörigen Bicomp ausgesucht. In beiden Fällen gilt,
dass bei zwei gleichen Möglichkeiten freie Wahl besteht. Die Autoren wählen in ihrer
Arbeit dann wieder den Knoten, der bei der Suche entgegen dem Uhrzeigersinn erreicht
wurde.

Ist ein Knoten extern aktiv aber nicht zugehörig, so wird er als Stoppknoten
bezeichnet. Der Walkdown darf diesen Knoten nicht passieren, denn der gewählte Pfad
entspricht dem Teil des Graphen, der durch die Einbettung der Rückwärtskante von der
äußeren Facette in das Graphinnere verlegt wird. Eine Benutzung des Stoppknotens
wäre daher eine Verletzung der Invariante des Algorithmus, dass alle verbleibenden
Rückwärtskanten auf der äußeren Facette eingebettet werden können, da von dem
Stoppknoten noch eine Rückwärtskante ausgeht, die später eingebettet wird. Diese
müsste dann also aus dem Inneren des Graphen eingebettet werden. Sind die in beiden
Richtungen gefundenen Knoten Stoppknoten und es sind noch Rückwärtskanten
einzubetten, handelt es sich um einen nicht planaren Graphen.

Ist der Weg nicht durch Stoppknoten in beide Richtungen versperrt und ein Knoten
wurde ausgewählt, müssen nun für das spätere Verschmelzen die Wurzel der Bicomp
und die Richtung, aus der die Wurzel zum ausgewählten Knoten verlassen wurde,
gespeichert werden. An dem ausgewählten Knoten wird zuerst geprüft, ob es eine
Rückwärtskante von diesem Knoten zum aktuellen Knoten gibt, die noch nicht
eingebettet wurde. In diesem Fall werden alle seit der letzten Einbettung einer
Rückwärtskante oder dem Start des Walkdown für diese Tochterbicomp des aktuellen
Knotens traversierten Bicomps verschmolzen und die Rückwärtskante eingebettet.
Danach werden an dem Knoten zugehörige Tochterbicomps besucht und nach dem
gleichen Muster bearbeitet. Schließlich wird der nächste Knoten der aktuellen
Traversierungsrichtung folgend auf der externen Facette ausgewählt und
dementsprechend bearbeitet. Die an einem Knoten bei der Bearbeitung einer Bicomp
auszuführenden Schritte sind zusammengefasst:

1. Einbetten einer Rückwärtskante, wenn der Knoten Quelle einer Rückwärtskante
zum aktuellen Knoten ist, die noch nicht eingebettet wurde.

2. Besuchen intern aktiver zugehöriger Tochterbicomps.
3. Besuchen extern aktiver zugehöriger Tochterbicomps.
4. Besuchen des nächsten Knotens auf der externen Facette, wenn der derzeitige

Knoten kein Stoppknoten ist
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Falls der Walkdown auf keinen Stoppknoten gestoßen ist, gelangt er schließlich wieder
an dem Startknoten, einer Kopie des aktuellen Knotens, an. Dieser ist jetzt die Wurzel
aller mit der Startbicomp verschmolzenen Bicomps. In diesem Fall ist garantiert, dass
alle Rückwärtskanten von Knoten, die im DFS-Baum dem Knoten der anfänglichen
Singleton-Bicomp folgen, eingebettet sind. Andernfalls muss die Walkdown-Prozedur
die Bicomp nun von der Kopie des Startknotens aus in die andere Richtung traversieren,
bis sie an einem Stoppknoten angelangt. Wurde die Tochterbicomp des aktuellen
Knotens als Erstes entgegen dem Uhrzeigersinn umlaufen, muss die Traversierung nun
im Uhrzeigersinn erfolgen – oder umgekehrt.

Verschmelzen von Bicomps

Durch die Einbettung von Rückwärtskanten über einen Pfad von mehreren Bicomps
hinweg, werden diese zu einer neuen gemeinsamen Bicomp verschmolzen. Die
Artikulationspunkte, repräsentiert durch die virtuellen Knoten der Bicomps, sind nicht
mehr länger separierend, da es nun einen alternativen Weg über die Rückwärtskante
gibt. Der Algorithmus muss deshalb diese Bicomps in der Datenstruktur verschmelzen.

Bicomps werden paarweise, eine Bicomp mit einer Tochterbicomp, verschmolzen. Sei
K ein Knoten einer Bicomp, die eine zu verschmelzende Tochterbicomp mit der Wurzel
V, einer Kopie von K, hat. K ist gleich einem Knoten, an dem während des Walkdown
festgestellt wurde, dass eine zugehörige Tochterbicomp zu besuchen ist. V ist die
Wurzel der besuchten Tochterbicomp. Die beiden Bicomps werden verschmolzen,
indem die Kantenmengen von K und V in K vereinigt werden. Dies wird als Mischen
der Knoten bezeichnet. Nach dem Mischen gilt:

• Der virtuelle Knoten V der Tochterbicomp ist nicht mehr mit dem Rest der
Einbettungsstruktur verbunden und wird gelöscht.

• Die Kanten, über die K während des Walkdown betreten und V verlassen wurde,
sind an K aufeinanderfolgend und gelangen nach der Einbettung der
Rückwärtskante in das Innere der Einbettungsstruktur.

• Die jeweils nicht zum Betreten/Verlassen benutzten anderen Kanten von K und V
auf der externen Facette ihrer Bicomps sind nach der Verschmelzung der Bicomps
die beiden Kanten von K auf der externen Facette der neu entstandenen Bicomp.

Wie im Abschnitt zur Walkdown-Prozedur beschrieben, werden bei der Bearbeitung
eines Knotens vor dem Besuchen einer zugehörigen Tochterbicomp der Knoten und die
Richtung, aus der er betreten wurde, gespeichert. Nachdem in der Tochterbicomp eine
Richtung für die Fortsetzung der Traversierung – abhängig vom Aktivitätsstatus der von
der Wurzel aus in beiden Richtungen gefundenen Knoten – gewählt wurde, werden
auch der Wurzelknoten der Bicomp und die gewählte Richtung zum Verlassen
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gespeichert. Vor dem Einbetten einer Rückwärtskante werden die gespeicherten Werte
zum Verschmelzen der im Walkdown seit der letzten Einbettung traversierten Bicomps
genutzt. Weil die Bicomps immer paarweise verschmolzen werden, wird jeweils ein
Wert für K und ein Wert für V zusammen mit den gespeicherten Richtungsindikatoren
für das Betreten von K und das Verlassen von V verarbeitet.

Vor dem Mischen der Kantenmengen von K und V muss geprüft werden, ob die
Richtung, aus der K während des Walkdown betreten wurde, mit der Richtung
übereinstimmt, aus der V verlassen wurde. Andernfalls muss die Bicomp mit der
Wurzel V vor dem Verschmelzen gedreht werden, da sonst die bei der Einbettung der
Rückwärtskante entstehende Facette inkonsistent wäre. Der Grund dafür ist, dass ein
Teil der externen Facette jeder am Verschmelzen beteiligten Bicomp durch die folgende
Einbettung der Rückwärtskante ins Innere der Einbettungsstruktur verlegt wird. Dieser
Teil ist der Weg auf den Facetten, der vom Walkdown traversiert wurde. Daher muss
die Rückwärtskante durchgängig entlang einer Seite der Struktur eingebettet werden,
um eine korrekte Facette zu erzeugen.

Das Drehen einer Bicomp ändert nicht nur ihre Ausrichtung, sondern logisch auch die
aller folgenden Bicomps im vom Walkdown traversierten Pfad der zugehörigen
Bicomps, die an dieser Einbettungsoperation beteiligt sind. Zwei Drehoperationen von
(nicht unbedingt direkt) aufeinanderfolgenden Bicomps im Pfad heben sich für die
darauf im Pfad folgenden Bicomps wieder auf. Dies muss beim Verarbeiten der Werte
von K und V beachtet werden, um die Orientierung der Bicomps konsistent zu halten.
Eine Möglichkeit dazu ist, die [K, V] Knotenpaare in umgekehrter Reihenfolge des
Durchlaufens während des Walkdown zu Mischen. Das entspricht einer Speicherung
der Werte in einer Stapelstruktur.

Der Vorteil dieser Verarbeitung „von unten nach oben“ ist, dass automatisch eine
konsistente Orientierung der Bicomps erreicht wird. Wenn eine Bicomp gedreht werden
muss, bevor sie mit ihrer Mutterbicomp verschmolzen wird, ist sicher, dass alle an der
Einbettungsoperation beteiligten, nachfolgenden Bicomps bereits vorher mit dieser
Bicomp verschmolzen wurden. Somit ändert das Drehen der Bicomp nicht zusätzlich
implizit die Orientierung anderer Bicomps, was ansonsten beachtet werden müsste.

In der Praxis ist eine Implementation der Stapel-Methode sehr aufwändig. Die vom
Ende des Pfades der beteiligten Bicomps wachsende neue Bicomp muss unter
Umständen immer wieder gedreht werden, wenn sie eine inkonsistente Orientierung zu
ihrer Mutterbicomp besitzt. Dies würde wiederholt, solange noch Bicomps zu
verschmelzen sind. Ein optimiertes Verfahren, das lineare Komplexität erreicht, wird
später vorgestellt.
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Beispiel

Vorbereitung

Der Ablauf des Algorithmus soll nun an einem planaren
Beispielgraphen demonstriert werden. Der hier
beschriebene Ablauf erreicht keine lineare Laufzeit. Die
dazu nötigen, später beschriebenen, Optimierungen
(verzögertes Drehen der Bicomps beim Verschmelzen,
Nutzung von Überbrückungskanten) wurden zur besseren
Verständlichkeit nicht angewandt.

Begonnen wird mit einer Tiefensuche im Eingabegraphen, die Knotennamen in der
folgenden Abbildung entsprechen den Tiefensuchindizes der Knoten. Zudem ist eine
Tabelle mit den Lowpoints der Knoten angegeben, die im weiteren Verlauf benötigt
wird, um die Aktivität der Knoten zu beurteilen.

Knoten Lowpoint

1 1

2 1

3 1

4 1

5 2

6 1

7 1

Die Baumkanten sind in der Abbildung als durchgängige Linien, die Rückwärtskanten
als gestrichelte Linien dargestellt.

Der Beispielgraph

Tiefensuchbaum des Graphen
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Nun werden die Baumkanten als einzelne Bicomps
(Singleton Bicomps) eingebettet. Dies ist in der rechten
Abbildung dargestellt. Gefüllte Kreise sind Knoten,
ungefüllte Kreise die virtuellen Knoten. Die Bicomps
sind durch Großbuchstaben bezeichnet. Diese Symbolik
wird im weiteren Verlauf beibehalten. Der Knoten mit
DFI = 1 wird einzeln eingebettet, da er die Baumwurzel
ist.

Die Knoten werden im Hauptteil des Algorithmus in
absteigender Reihenfolge durchlaufen und
Rückwärtskanten eingebettet, die zu diesem Knoten
führen. Schritte des Algorithmus, in denen keine
Rückwärtskante einzubetten ist, wurden nicht
aufgeführt, da die Einbettungsstruktur in diesem Fall
nicht modifiziert wird.

Schritt Knoten „4“

Der erste Knoten mit einzubettenden Rückwärtskanten ist der Knoten 4. In diesem
Schritt ist eine Rückwärtskante vom Knoten 7 einzubetten.

Der Walkup startet bei dem Quellknoten der Rückwärtskante – Knoten 7 in der Bicomp
F. Entlang beider Seiten der externen Facette seiner Bicomp wird nach dem aktuellen
Knoten 4 gesucht. Da es sich um eine Singleton-Bicomp handelt, wird die Baumkante
von beiden Seiten traversiert. Dabei gelangt der Walkup an die Wurzel der Bicomp,
einem virtuellen Knoten für den Knoten 6. Es wird in die Bicomp E gesprungen und der
Knoten 6 erreicht. Der Walkup beginnt erneut nach dem aktuellen Knoten zu suchen
und erreicht eine Kopie des Knotens 4, die Wurzel der Bicomp. Durch das Springen in
die Mutterbicomp wird schließlich der aktuelle Knoten erreicht. Der Walkup ermittelt
als zugehörige Bicomps die Singleton-Bicomps E und F.

Nach dem Abschluss des Walkups wird der Walkdown ausgeführt - dieser benötigt die
Zugehörigkeitsinformationen, die die Walkup-Prozedur gesammelt hat. Der Ablauf ist
in der folgenden Abbildung dargestellt.

Singleton-Bicomps
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1. Der Walkdown traversiert die externe Facette der Bicomp E entgegen dem
Uhrzeigersinn. Am Knoten 6 angekommen, wird zuerst geprüft, ob eine
Rückwärtskante eingebettet werden muss. Dies ist nicht der Fall. Der Knoten 6 ist
extern aktiv, weil sein DFS- Nachfolger Knoten 7 einen Lowpoint hat, der kleiner
als der aktuelle Knoten 4 ist und sich der Knoten 7 in einer separaten Bicomp
befindet. Er ist jedoch kein Stoppknoten, weil er die zugehörige Bicomp F besitzt.
Der Walkdown verzweigt daher nun in diese Bicomp.

2. In der Bicomp F wird nun von der Wurzel aus in beiden Richtungen nach dem
ersten aktiven Knoten auf der externen Facette gesucht. Weil auch die Bicomp F
noch eine Singleton Bicomp ist, wird in beiden Richtungen simultan der Knoten 7
gefunden. Die Wurzel wird deshalb entgegen dem Uhrzeigersinn verlassen. Am
Knoten 7 ist zuerst die Rückwärtskante einzubetten.

3. Bevor die Rückwärtskante eingebettet wird, müssen die Bicomps E und F
verschmolzen werden. Weil der Knoten 6, über den die Bicomp E verlassen wurde,
entgegen dem Uhrzeigersinn betreten wurde und der virtuelle Knoten der Bicomp F
entgegen dem Uhrzeigersinn zum Knoten 7 verlassen wurde, muss die Bicomp F
vor dem Mischen nicht gedreht werden. Die beiden Bicomps werden zur neuen
Bicomp E` verschmolzen.

4. Nach dem Mischen der Bicomp wird die Rückwärtskante eingebettet, dabei wird der
vom Walkdown benutzte Pfad ins Innere der durch das Mischen entstandenen
Bicomp verlegt.

Nach der Einbettung befindet sich der Walkdown immer noch am Knoten 7. Knoten 7
ist durch die Rückwärtskante zum Knoten 1 extern aktiv. Er ist jedoch nicht mehr
zugehörig, da die Rückwärtskante zum aktuellen Knoten bereits eingebettet wurde. Der
Knoten 7 ist deshalb nun zum Stoppknoten geworden. Die Traversierung entgegen dem
Uhrzeigersinn stoppt daher. Da in diesem Schritt keine weitere Rückwärtskante mehr
einzubetten ist, wird der Walkdown beendet.

Schritt „4“ – Ablauf des Walkdown
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Schritt Knoten „2“

Der nächste Knoten, zu dem einzubettende Rückwärtskanten führen, ist der Knoten 2.
In diesem Schritt sind zwei Rückwärtskanten einzubetten: von Knoten 5 und von
Knoten 6. Der Walkup verläuft wie in Schritt „4“ beschrieben über die Bicomps D, E`,
und B. Die beiden Walkups teilen sich den Weg zum Knoten 2 in den Bicomps C und
B. Der als Zweites durchgeführte Walkup (die Reihenfolge ist beliebig), kann daher
beim Erreichen der Bicomp C abbrechen.

Der Ablauf des Walkdown bis zur Einbettung der Rückwärtskante vom Knoten 5 ist in
der nächsten Abbildung skizziert.

Schritt „4“ - Struktur nach der Einbettung

Schritt „2“ – Ablauf des Walkdown für die
Rückwärtskante von Knoten 5 zu Knoten 2.
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1. Der Walkdown beginnt mit einer Traversierung entgegen dem Uhrzeigersinn der
Tochterbicomp B des Knotens 2. Dabei wird der Knoten 3 erreicht. Der Knoten ist
extern aktiv, weil der DFS-Nachfolger Knoten 4 den Lowpoint 1 hat, der kleiner als
der DFI des aktuellen Knoten ist und Knoten 4 befindet sich in einer separaten
Bicomp. Weil Knoten 3 jedoch die zugehörige Bicomp C besitzt, ist er kein
Stoppknoten. Der Walkdown verzweigt daher in die Bicomp C.

2. In der Bicomp C angelangt, wird von der Wurzel aus in beide Richtungen entlang
der externen Facette der nächste aktive Knoten gesucht. Dies ist in beiden
Richtungen der Knoten 4, da Bicomp C eine Singleton Bicomp ist. Auch Knoten 4
ist extern aktiv - der DFS-Nachfolger Knoten 6 in einer separaten Bicomp hat einen
Lowpoint kleiner als der aktuelle Knoten. Der Knoten 4 besitzt jedoch zwei
zugehörige Bicomps (D und E`) und ist daher kein Stoppknoten. Der Walkdown
muss nun eine zugehörige Bicomp auswählen, in die verzweigt wird. Dabei müssen
intern aktive Bicomps gegenüber extern aktiven Bicomps bevorzugt werden. Die
Bicomp D ist intern aktiv. Sie besitzt keinen Knoten mit einer Rückwärtskante zu
einem Knoten mit einem DFI kleiner als dem des aktuellen Knoten. Außerdem hat
sie keine extern aktiven Tochterbicomps. Die Bicomp E` ist dagegen extern aktiv,
weil der Knoten 7 noch eine Rückwärtskante zum Knoten 1 hat, die später
eingebettet wird. Es wird daher zuerst in die Bicomp D verzweigt.

3. Auch in der Bicomp D muss entlang beider Seiten der externen Facette der nächste
aktive Knoten gefunden werden. Auch Bicomp D ist noch eine Singleton Bicomp.
Es wird daher in beiden Richtung der Knoten 5 gefunden. Er ist intern aktiv, weil er
eine einzubettende Rückwärtskante hat. Die Bicompwurzel wird entgegen dem
Uhrzeigersinn zum Knoten 5 verlassen.

4. Bevor die Rückwärtskante eingebettet wird, müssen die Bicomps B, C und D
gemischt werden. Weil der Walkdown sich fortlaufend entgegen dem Uhrzeigersinn
bewegen konnte, muss keine der Bicomps gedreht werden. Die neu entstehende
Bicomp wird im Folgenden als Bicomp B` bezeichnet.

5. Die Rückwärtskante wird eingebettet und verlegt dabei den bisher durch den
Walkdown abgelaufenen Weg ins Innere der Einbettungsstruktur.

Hier zeigt sich, was passiert wäre, wenn in Punkt 2 die extern aktive Bicomp vor der
intern aktiven Bicomp besucht worden wäre. Der Knoten 7 wäre später in das Innere der
Einbettung gelangt, obwohl in einem folgenden Schritt eine Rückwärtskante von ihm
einzubetten ist.

Der Walkdown setzt nun die Traversierung am Knoten 5 entgegen dem Uhrzeigersinn
fort. Die Schritte bis zur Einbettung der zweiten Rückwärtskante sind in der folgenden
Abbildung dargestellt.
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1. Erneut an Knoten 4 angekommen, muss in die zweite zugehörige Bicomp E`
verzweigt werden.

2. Vom Wurzelknoten der Bicomp E` aus wird in beiden Richtungen entlang der
externen Facette nach einem aktiven Knoten gesucht. Die Suche entgegen dem
Uhrzeigersinn findet den Knoten 7; im Uhrzeigersinn wird der Knoten 6 gefunden.
Der Knoten 7 ist extern aktiv (Rückwärtskante zu Knoten 1) aber nicht zugehörig.
Deshalb ist er ein Stoppknoten. Der Knoten 6 ist intern aktiv, weil von ihm
ausgehend eine Rückwärtskante zum aktuellen Knoten eingebettet werden muss. Es
wird daher Knoten 6 für die weitere Traversierung ausgewählt. Damit ändert der
Walkdown seine Richtung, da er bis zur Bicomp E` entgegen dem Uhrzeigersinn
traversierte, in der Bicomp E` durch die Auswahl des Knotens 6 aber die Richtung
zum Uhrzeigersinn geändert wurde.

3. Vom Knoten 6 ist eine Rückwärtskante einzubetten. Vorher müssen die Bicomps B`
und E` gemischt werden. Weil die Richtung der Traversierung in der Bicomp E`
geändert wurde, muss sie vor dem Mischen gedreht werden, damit die einzubettende
Rückwärtskante konsistent entlang einer Seite der entstehenden großen Bicomp
eingebettet werden kann.

4. Nach dem Drehen der Bicomp E` wird die Rückwärtskante eingebettet. Nach der
Einbettung der Rückwärtskante am Knoten 6 wird die Traversierung fortgesetzt und
der Walkdown gelangt zum Knoten 7. Dieser ist, wie bereits festgestellt, ein
Stoppknoten und der Walkdown bricht ab. Da keine weiteren Rückwärtskanten in
diesem Schritt einzubetten sind, braucht die Bicomp auch nicht mehr im
Uhrzeigersinn traversiert zu werden. Dies wäre andernfalls nötig, um einen
zugehörigen Knoten von der anderen Seite zu erreichen.

Schritt „2“ – Weiterer Ablauf des Walkdown zur Einbettung der Rückwärtskante von Knoten
6 zu Knoten 2.
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Schritt Knoten „1“

Schließlich sind im letzten Schritt für den Knoten 1 noch zwei weitere Rückwärtskanten
von den Knoten 3 und 7 einzubetten. Der erste Walkup läuft über die Bicomps B` und
A. Der zweite Walkup stoppt bei Erreichen der Bicomp A.

Schritt „2“ – Struktur nach der Einbettung

Schritt „1“ – Ablauf des Walkdown
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Die vorige Abbildung zeigt den Ablauf des Walkdown zur Einbettung beider
Rückwärtskanten.

1. Der Walkdown verzweigt bei der Traversierung der Bicomp A am Knoten 2 in die
zugehörige Bicomp B`. Die Suche nach aktiven Knoten von der Wurzel dieser
Bicomp aus findet entgegen dem Uhrzeigersinn den Knoten 7 und im Uhrzeigersinn
den Knoten 3. Beide sind intern aktiv, daher ist die Wahl beliebig. Es wird der
Knoten 7 ausgewählt, die Wurzel also entgegen dem Uhrzeigersinn verlassen.

2. An Knoten 7 muss eine Rückwärtskante eingebettet werden. Vorher werden die
Bicomps A und B` gemischt. Ein Drehen der Bicomp B` ist nicht nötig, weil der
Walkdown durchgehend entgegen dem Uhrzeigersinn traversiert hat.

3. Die Rückwärtskante vom Knoten 7 wird eingebettet. Dadurch wird der Knoten 7
inaktiv und der Walkdown traversiert die beim Mischen von A und B` entstandene
Bicomp weiter entgegen dem Uhrzeigersinn.

4. Beim Traversieren wird der Knoten 3 erreicht. Auch an diesem ist eine
Rückwärtskante einzubetten. Nach der Einbettung setzt der Walkdown die
Traversierung bis zur Wurzel fort und bricht dann ab, weil keine weiteren
Rückwärtskanten einzubetten sind.

Abschluss

Nachdem die verbliebene Kopie des Knotens 1 mit ihrem Knoten vermischt wurde,
ergibt sich folgende Einbettung:

Ermittelte Einbettung des Eingabegraphen
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Beweis

Wird eine Rückwärtskante eingebettet, bleibt die Planarität erhalten, da keine Knoten
ins Innere der Einbettungsstruktur verlegt werden, die später noch Quellen von
Rückwärtskanten sind. Damit wird die Invariante gewahrt, dass alle verbleibenden
Rückwärtskanten nacheinander auf der externen Facette eingebettet werden können.
Um die Korrektheit des Algorithmus zu beweisen, wird in [3, Seite 13 ff.] gezeigt, dass
der Graph genau dann nicht planar ist, wenn der Walkdown in einem Schritt nicht alle
Rückwärtskanten einbetten kann. Dazu werden fünf mögliche Situationen konstruiert, in
denen die Walkdown-Prozedur aufgrund von Stoppknoten abbricht, und es wird
gezeigt, dass das Einbetten nur in diesen fünf Situationen fehlschlagen kann. Die
Abbruchsituationen ergeben sich, wenn der Graph einen zu den Graphen K3,3 oder K5

homeomorphen Subgraphen enthält. Der Beweis soll nun nachvollzogen werden.

Generell kann der Walkdown in zwei Fällen nicht alle Rückwärtskanten einbetten und
bricht ab:

1. Nach dem Betreten einer zugehörigen Bicomp wird bei der Suche nach einem
aktiven Knoten von der Wurzel aus in beiden Richtungen ein Stoppknoten
gefunden. Da die Bicomp zugehörig ist, ist „hinter“ den Stoppknoten ein
zugehöriger Knoten mit einer einzubettenden Rückwärtskante oder einer
zugehörigen Bicomp vorhanden. Diese Rückwärtskante kann nicht eingebettet
werden, ohne die Stoppknoten zu passieren.

2. Während der Traversierung einer Bicomp wird ein Stoppknoten gefunden, worauf
der Walkdown das Umlaufen in diese Richtung abbricht und die Bicomp in die
entgegengesetzte Richtung umläuft. Wird auch in dieser Traversierung ein
Stoppknoten gefunden, bricht der Walkdown endgültig ab. Befindet sich zwischen
den Stoppknoten auf der externen Facette ihrer Bicomp ein zugehöriger Knoten mit
einer einzubettenden Rückwärtskante oder einer zugehörigen Bicomp, kann die
Rückwärtskante nicht eingebettet werden.

Diese zwei Fälle sollen nun detailliert betrachtet werden. Die Abbildungen der einzelne
Situationen wurden aus [3, Seite 14] übernommen. Der Knoten V ist der aktuelle
Knoten des Schrittes, bzw. eine Kopie. Die Knoten X und Y stellen Stopknoten dar. Sie
haben beide einzubettende Rückwärtskanten zum Knoten U, dessen DFI kleiner ist, als
der DFI von V. Vom Knoten W ist noch eine Rückwärtskante zum aktuellen Knoten V
einzubetten, doch dies wurde durch die Stopknoten verhindert.
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Situation II

Erster Fall (Situation I)

Wie in der folgenden Abbildung zu erkennen
ist, enthält der Graph in dieser Situation einen
zum K3,3 homeomorphen Subgraphen. Der
Knoten R ist die Wurzel einer zugehörigen
Bicomp die X, Y und W enthält. Der aktuelle
Knoten V hat einen kleineren DFI als R. Die
Situation kann vom Algorithmus daran erkannt
werden, dass der Walkdown abbricht und noch
unverschmolzene Bicomps vorhanden sind.

Zweiter Fall (Situation II-V)

Der zweite Fall unterteilt sich in die restlichen vier Situationen, die den Walkdown
beenden. Auch in diesem Fall liegt zwischen den Stoppknoten ein zugehöriger Knoten,
der nicht erreicht werden kann. Da die Wurzel der vom Walkdown bearbeiteten Bicomp
in diesem Fall eine Kopie des aktuellen Knotens ist (es sind keine Bicomps zu
verschmelzen), hätte der zugehörige Knoten theoretisch früher besucht und die
Rückwärtskante im jetzigen Inneren der Bicomp eingebettet werden können. In jeder
der Situationen gibt es jedoch einen Umstand, der dies verhindert.

Situation II

Der zugehörige Knoten W zwischen den
beiden Stoppknoten X und Y auf der
externen Facette hat eine zugehörige, extern
aktive Tochterbicomp. Diese konnte zuvor
nicht im Inneren der Bicomp eingebettet
werden, da ihr extern aktiver Knoten Z auf
der äußeren Facette gehalten werden musste
um nicht bei der später folgenden Einbettung
ein Kreuzung zu erzeugen. Es ergibt sich in
dieser Situation ein zum K3,3 homeomorpher
Subgraph.

Situation I
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Situation III

Situation IV

Situation V

Situation III

Im Inneren der Bicomp existiert ein
weiterer Pfad A zwischen einem der
Stoppknoten und einem Knoten Z auf der
externen Facette zwischen der Wurzel der
Bicomp und dem anderen Stoppknoten.
Diese Konstellation verhindert eine
Einbettung des gesamten Pfades B
zwischen über X, W und Y. Die
Rückwärtskante des zugehörigen Knotens
W konnte nicht im jetzigen Inneren der
Bicomp eingebettet werden, ohne dass sich A und B schneiden. In dieser Situation ist
ein zum K3,3 homeomorpher Subgraph enthalten.

Situation IV

Es existiert im Inneren der Bicomp ein
weiterer Pfad A zwischen den beiden
Stoppknoten X und Y, der ein oder
mehrere mit der Bicompwurzel V
verbundene Knoten enthält (symbolisiert
durch den Knoten Z). Die Rückwärtskante
von W konnte nicht im jetzigen Inneren
der Bicomp eingebettet werden, ohne dass
sich der Pfad A und der Pfad B über X, W
und Y schneiden. In dieser Situation ist
ebenfalls ein zum K3,3 homeomorpher Subgraph enthalten.

Situation V

Auf einem Pfad A zwischen den
Stoppknoten existiert ein extern aktiver
Knoten K. Dies kann auch der
zugehörige Knoten W sein. In der
Abbildung ist K = W. Zusätzlich gibt es
einen Pfad B im Inneren der Bicomp
zwischen den Stoppknoten. Wäre die
Rückwärtskante zuvor ins jetzige Innere
der Bicomp eingebettet worden, dann
hätte entweder der Pfad A oder die später von K einzubettende Rückwärtskante den
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Pfad B geschnitten. Diese Situation entsteht bei einem zum K5 homeomorphen
Subgraphen.

Es verbleibt zu zeigen, dass dies die einzigen Situationen sind, in denen der Walkdown
abbricht. Dazu nehmen die Autoren an, dass der Walkdown abgebrochen wurde, aber
keine der beschriebenen fünf Situationen eingetreten ist. Es können keine Bicomps
mehr zu verschmelzen sein, weil sonst Situation I vorläge. Der Walkdown befand sich
daher in einer Bicomp B, dessen Wurzel eine Kopie des aktuellen Knotens ist und die
Traversierung des Walkdown wurde in beiden Richtungen um B herum  durch einen
Stoppknoten beendet. Zwischen den Stoppknoten X und Y liegt ein zugehöriger Knoten
W, der nicht erreicht werden kann.

Angenommen, es existiert wie in Situation II kein Pfad im Inneren der Bicomp, der eine
frühere Einbettung der Rückwärtskante verhinderte, aber die Situation II liegt nicht vor.
Aufgrund der Verarbeitungsfolge der Rückwärtskanten – in absteigender Reihenfolge
der DFI ihrer Ziele – müssen zum Beginn des aktuellen Schritts dann alle Pfade in der
Einbettung zwischen X und Y den Knoten W enthalten haben. W muss im DFS-Baum
ein Vorgänger von X, Y oder beiden sein. Im Walkdown wird er vor seinen DFS-
Nachfolgern besucht. Die Knoten X, Y oder beide liegen also in zugehörigen
Tochterbicomps von W. Da W nach der Einbettung der Rückwärtskanten von X, Y oder
beiden immer noch zugehörig ist, muss er noch mindestens eine dritte zugehörige
Bicomp besitzen, weil eine eigene Rückwärtskante sofort beim ersten Erreichen durch
den Walkdown vor dem Besuch zugehöriger Bicomps eingebettet worden wäre. Diese
zugehörige Bicomp kann nicht intern aktiv sein, andernfalls hätte der Walkdown sie vor
den extern aktiven Bicomps, die zu X und/oder Y führen (je nach den DFI von X,Y, und
K) bearbeitet und sie läge jetzt im Inneren der Bicomp ohne die Einbettung zu stören.
Die Bicomps von X und Y wurden aber vor der weiteren zugehörigen Tochterbicomp
von W besucht und verschmolzen, da X und Y nun Stoppknoten sind. Deshalb muss die
weitere zugehörige Tochterbicomp von W extern aktiv gewesen sein. Das entspräche
jedoch genau der Situation II.

Also muss ein Pfad A im Inneren der Bicomp B liegen, der die Einbettung verhindert.
Aber es wird angenommen, auch die Situationen III-V liegen nicht vor. Weil die
Situation III nicht vorliegt, müssen die Knoten, mit denen dieser Pfad mit der externen
Facette der Bicomp verbunden ist, „hinter“ den Stoppknoten liegen oder identisch zu
ihnen sein. Diese Punkte werden Px und Py genannt und liegen wie auch W auf der
externen Facette von B. Px ist gleich X oder er befindet sich zwischen X und dem
zugehörigen Knoten W, Py ist gleich Y oder er befindet  zwischen Y und W.

Weil der die Einbettung der Rückwärtskante blockierende Pfad A zwischen Px und Py

existiert und ein zweiter Pfad zwischen Px, W und Py auf der externen Facette von B,
waren diese Knoten (bzw. ihre Kopien) bereits vor dem aktuellen Schritt zweifach
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zusammenhängend und aufgrund der Verarbeitungsfolge der Rückwärtskanten Teil
einer Bicomp C. Die Wurzel dieser Bicomp war entweder eine Kopie von Px oder von
Py, die im folgenden als R bezeichnet wird. Ist R eine Kopie von Px, so sei S = Py und
umgekehrt.

Zu Beginn des aktuellen Schrittes haben sowohl X oder Y als auch W einzubettende
Rückwärtskanten. Die Bicomp C wird deshalb Teil einer Verschmelzungsoperation und
wird vom Walkdown traversiert. Während der Traversierung wird R erreicht. R ist die
Wurzel einer zugehörigen Bicomp, es wird daher in beiden Richtungen entlang der
externen Facette von C nach dem ersten aktiven Knoten gesucht. In einer Richtung wird
der Knoten W gefunden. In der anderen Richtung muss der Knoten S gefunden werden,
da Situation IV nicht vorliegt, in der weitere Knoten auf dem Pfad A eine einzubettende
Rückwärtskante zum aktuellen Knoten haben. S ist zugehörig und extern aktiv, da er
entweder gleich X oder Y ist, oder eine Tochterbicomp hat, die X oder Y enthält. X und
Y müssen extern aktiv sein, weil sie im aktuellen Schritt zu Stoppknoten werden. Weil
auch Situation V ausgeschlossen ist, kann W nicht extern aktiv sein. Der Walkdown
müsste als nächstes den dann als  intern aktiv angenommenen Knoten W auswählen. Da
X und Y bereits Stoppknoten sind, wenn W noch zugehörig ist, wurde aber S = (X oder
Y) und nicht W gewählt. Deshalb kann W nicht intern aktiv gewesen sein und es ist
doch Situation V eingetreten in der W extern aktiv ist. Ein Beispiel für diese Folgerung
findet sich in [3, Seite 16].

Der Beweis hat gezeigt, dass wegen der Regeln des Algorithmus keine weiteren
Situationen auftreten können, in denen der Walkdown die Bearbeitung abbricht, wenn
noch nicht alle Rückwärtskanten eingebettet sind. Die gezeigten Situationen entstehen,
wenn ein zu einem der Kuratowski-Graphen homeomorpher Subgraph enthalten ist. Der
Algorithmus bricht also genau dann ab, wenn der Eingabegraph nicht planar ist.
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Laufzeitoptimierungen

Effiziente Erkennung der Aktivität

Die Aktivität der Knoten während eines Schrittes ist dynamisch. Nach der Einbettung
einer Rückwärtskante wird der Quellknoten inaktiv, wenn er keine weiteren
zugehörigen und extern aktiven Tochterbicomps besitzt. Diese Definition macht es
nötig, in einem Schritt zwischen Knoten mit bereits eingebetteten Rückwärtskanten und
Knoten mit noch einzubettenden Rückwärtskanten unterscheiden zu können. Zu diesem
Zweck setzt die Walkup-Prozedur in jedem Quellknoten einer Rückwärtskante eine
Markierung. Die Quellknoten sind die Startknoten eines Walkup-Prozeduraufrufs.
Traversiert die Walkdown-Prozedur die Bicomps, wird jeder besuchte Knoten auf diese
Markierung hin untersucht. Ist die Markierung vorhanden, wird eine Rückwärtskante
von diesem Knoten zum aktuellen Knoten eingebettet und die Markierung gelöscht. Im
weiteren Verlauf des Schrittes zählt der Knoten dann nicht mehr als Quelle einer noch
einzubettenden Rückwärtskante, die seine Aktivität beeinflussen könnte.

Um in konstanter Zeit festzustellen, ob ein Knoten extern aktiv ist, wird in der
Initialisierungsphase in jedem Knoten sein Lowpoint gespeichert. Zusätzlich besitzt
jeder Knoten eine Liste der direkten DFS-Nachfolgerknoten, die sich in separaten, d. h.
noch nicht mit der Bicomp des Knotens verschmolzenen, Tochterbicomps befinden. Die
Listen werden während der Erstellung durch ein Bucketsort-Verfahren in linearer Zeit
aufsteigend nach Lowpoints sortiert.

Soll geprüft werden, ob ein Knoten extern aktiv ist, wird zuerst getestet, ob der Knoten
Quelle einer uneingebetteten Rückwärtskante ist, deren Ziel einen DFI kleiner als der
DFI des aktuellen Knotens hat. Ist dies nicht der Fall, wird der Lowpoint des ersten
Elements der Liste der separaten DFS-Nachfolger auf dieses Kriterium hin untersucht.
Andernfalls ist der Knoten nicht extern aktiv.

Gelangt durch das Mischen von Bicomps ein Knoten in dieselbe Bicomp wie sein DFS-
Mutterknoten, wird er von der Liste der separaten DFS-Nachfolger des Mutterknotens
entfernt. Durch die Sortierung der Liste nach Lowpoints ist gewährleistet, dass stets der
DFS-Nachfolgerknoten mit dem geringsten Lowpoint an erster Stelle der Liste steht.
Um lineare Komplexität des gesamten Algorithmus zu gewährleisten, ist es nötig, eine
Datenstruktur für die Liste zu nutzen, die sowohl eine feste Reihenfolge der Elemente
als auch den Zugriff auf das erste Element und das Löschen eines beliebigen Elements
in konstanter Zeit garantiert.
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Optimierung des Walkup

Wie bereits erwähnt, können sich mehrere Aufrufe der Walkup-Prozedur in einem
Schritt des Algorithmus bereits erkannte Pfade teilen. Dazu wird der Fakt genutzt, dass
die Walkup-Pfade ihrerseits einen Baum aus Bicomps bilden, deren Wurzel der aktuell
bearbeitete Knoten ist. Dieser Baum wird aufwärts, d. h. von den Blättern aus, durch die
Aufrufe der Prozedur aufgebaut, indem die Bicomps als zugehörig markiert werden.
Erreicht ein Aufruf der Walkup-Prozedur eine zugehörige Bicomp, kann die
Ausführung dieses Aufrufs abgebrochen werden, da sicher ist, dass der Rest des Weges
nur noch über bereits als zugehörig markierte Bicomps zum aktuellen Knoten führt.

Die Markierung der Bicomps kann in der Praxis effizient erfolgen, indem jeder beim
Walkup traversierte Knoten mit einem für diesen Schritt eindeutigen Wert markiert
wird. Weitere Aufrufe in diesem Schritt erkennen, dass der Knoten (und damit die
Bicomp des Knotens) bereits besucht wurde und können sofort abbrechen. Durch die
Benutzung eines für den Schritt eindeutigen Markierungswertes entfällt die
Notwendigkeit, die Markierungen der Knoten zu Beginn eines neuen Schritts
zurückzusetzen. Ein solcher Wert ist zum Beispiel der Tiefensuchindex des aktuellen
Knotens.

Überbrückungskanten (Short Circuit Edges)

Die Walkdown-Prozedur muss nach der Auswahl einer zugehörigen Bicomp nach dem
ersten aktiven Knoten entlang der externen Facette in beide Richtungen von der
Bicompwurzel aus suchen. Dabei kann es passieren, dass mehrere inaktive Knoten
passiert werden müssen, bis ein aktiver Knoten gefunden wird. Wird ein solche inaktive
Strecke mehrmals passiert, kann der Algorithmus nicht mehr lineare Komplexität
erreichen. Die Lösung für dieses Problem ist, inaktive Bereiche mit zusätzlich
eingefügten Kanten zu überbrücken. Durch die Einbettung der so genannten
Überbrückungskanten gelangen inaktive Bereiche in das Innere der Bicomp. Auf diese
Weise wird sichergestellt, dass die Nachbarn einer Bicompwurzel immer aktiv sind.

Unter zwei Bedingungen wird eine Überbrückungskante zu einem Knoten eingebettet.
Erstens darf der Knoten im aktuellen Schritt nicht die Quelle einer einzubettenden
Rückwärtskante sein. Andernfalls würde eine Facette entstehen, die von nur zwei
Knoten begrenzt wird, weil die Überbrückungskante dann parallel zu der
Rückwärtskante verläuft. Zweitens muss die Bicomp extern aktiv sein, damit sie später
noch einmal besucht wird; ansonsten hätte das Überbrücken der inaktiven Bereiche
keinen Sinn.
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Die Überbrückungskanten werden während durch die Walkdown-Prozedur eingefügt.
Nach der vollständigen Bearbeitung eines Knotens ist dieser entweder inaktiv geworden
oder ein Stoppknoten. Im ersten Fall wird der nächste Knoten in der ausgewählten
Richtung auf der externen Facette besucht. An dem neuen Knoten angekommen werden
die zwei Bedingungen überprüft. Wenn diese erfüllt sind, wird eine
Überbrückungskante zwischen dem Startknoten der Walkdown-Traversierung, einer
Kopie des aktuellen Knotens, und dem Knoten eingefügt. Überbrückungskanten werden
speziell markiert, damit sie aus der endgültigen Einbettung in einer
Nachbearbeitungsphase wieder entfernt werden können.

Optimiertes Drehen von Bicomps

Zum Erreichen linearer Laufzeitkomplexität, muss das Drehen von Bicomps vor dem
Verschmelzen optimiert werden. Das vorher erwähnte Verfahren, eine Bicomp zu
drehen, bedarf implizit der Veränderung der Orientierung aller ihrer Knoten. Die
Orientierung eines Knotens wird durch das invertieren seiner Adjazenzliste5 geändert.
Dies wird auch als Drehen des Knotens bezeichnet. Da N Knoten potentiell an N
Mischoperationen beteiligt sind, werden sie im ungünstigsten Fall N-mal invertiert. Es
ergibt sich quadratischer Aufwand.

Es ist möglich das Drehen der Bicomp zu optimieren, indem jeweils nur die
Bicompwurzel invertiert wird. Diese Optimierung macht es notwendig, nach Abschluss
der Einbettungsphase eine konsistente Orientierung der Knoten zu erzeugen.
Andernfalls ist die zyklische Kantenreihenfolge der Knoten unter Umständen nicht
kompatibel, da einige Adjazenzlisten die Kantenmenge im Uhrzeigersinn und die
anderen entgegen dem Uhrzeigersinn enthalten.

Zu diesem Zweck wird während des Invertierens der Bicompwurzel die inzidente
Baumkante (es existiert immer genau eine) mit einer „-1“ markiert. Die anfängliche
Markierung ist „+1“. Beim Mischen des virtuellen Knotens in seinen Knoten wird die
markierte Baumkante in die Adjazenzliste des Knotens übernommen. Die Markierung
macht es zum Schluss möglich zu erkennen, ob ein Knoten in der Bicomp invertiert
werden muss, indem das Produkt der Baumkantenmarkierungen auf dem Baumpfad
vom Wurzelknoten der Bicomp bis zum jeweiligen Knoten errechnet wird. Bei einem
Produkt von „-1“ wird der Knoten invertiert, bei einem Produkt von „+1“ nicht. Die
Idee dieses Verfahrens ist, dass das Invertieren eines Knotens nicht nur seine
Orientierung ändert, sondern in der endgültigen Einbettung implizit auch die
Orientierung aller nachfolgenden Knoten im DFS-Baum.

                                                          
5 Die Adjazenzliste eines Knotens enthält alle zum ihm inzidenten Kanten (im ungerichteten Graphen)
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Die Merge Queue

Wird das beschriebene optimierte Verfahren zum Drehen von Bicomps angewandt, ist
es nicht möglich, die Werte von K und V6 nach dem Stapelprinzip in umgekehrter
Reihenfolge ihrer Speicherung zu verarbeiten. In dieser Reihenfolge wäre es nicht
möglich, die zu den virtuellen Knoten inzidenten Baumkanten korrekt mit „-1“„ oder
„+1“ zu markieren, wenn der virtuelle Knoten stellvertretend für seine gesamte Bicomp
gedreht wurde. Stattdessen werden die Werte während ihrer Entdeckung im Walkdown
in einer herkömmlichen Schlangen-Datenstruktur (FIFO7-Prinzip) gespeichert und die
Knoten dementsprechend in der Reihenfolge ihrer Speicherung gemischt. Die Schlange
wird deshalb auch als Merge Queue bezeichnet.

Muss eine Rückwärtskante eingebettet werden, werden jeweils die vordersten Einträge
für K und V und die benutzen Richtungen zum Betreten von K und Verlassen von V aus
der Schlange geholt. Stimmen die Richtungen des Betretens und Verlassens nicht
überein, wird der virtuelle Knoten invertiert und die inzidente Baumkante mit einer „-1“
markiert. Danach werden K und V gemischt und somit ihre Bicomps verschmolzen.
Dieses Verfahren wird wiederholt, bis die Schlange leer ist.

                                                          
6 Zur Erläuterung von K und V siehe Kapitel „Verschmelzen von Bicomps“
7 FIFO - First In First Out, die Elemente werden in der Reihenfolge ihrer Speicherung wieder entnommen
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Die Datenstruktur

Aufbau

Innerhalb der Datenstruktur sind die Knoten zyklisch mit ihren inzidenten Kanten in
einer doppelt verketteten Liste verknüpft. Das heißt, jedes Element hat zwei Verweise
(Links) auf die beiden Nachbarelemente. Ein Richtungssinn der Adjazenzliste kann
erhalten werden, indem immer das Ziel des gleichen Links (z. B. der erste) als Nachbar
im Uhrzeigersinn und umgekehrt interpretiert wird. Ein Element ändert somit seine
Orientierung, indem die beiden Links getauscht werden.

Die beiden zum Knoten benachbarten Kanteneinträge repräsentieren die beiden Kanten,
die einen Teil der externen Facette bilden, bzw. die auf der externen Facette lagen,
bevor dieser Knoten durch Einbettung einer Rückwärtskante in das Innere einer Bicomp
gelangt ist.

Aufgrund der Anordnung der Kanteneinträge um den Knoteneintrag, existieren für jede
Kante des Eingabegraphen zwei Kanteneinträge, ein Eintrag pro Knoten, zu dem die
Kante inzident ist. Diese beiden Einträge sind mit einem sogenannten Twinlink
(Zwillingslink) verbunden. Auch Knoteneinträge verfügen über einen Twinlink. Bei
virtuellen Knoten verweist dieser auf den entsprechenden Knoteneintrag in der
Mutterbicomp. Twinlinks in Knoteneinträgen verweisen hingegen auf sich selbst.

Repräsentation einer Bicomp (links) in der Datenstruktur (rechts). Die großen Kreise stellen
die Adjazenzlisten dar. Kleine Kreise darauf sind Knoten und Quadrate sind Kanteneinträge
der Struktur. Gestrichelte Linien symbolisieren Twinlinks. Der Knoten „1“ ist ein
Artikulationspunkt und ein virtueller Knoten in der dargestellten Bicomp. Sein Twinlink
verweist auf den dargestellten Knoteneintrag in der Mutterbicomp.
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Traversierung der externen Facette

Durch die Nutzung des Verfahrens zum optimierten Drehen von Bicomps ist es nicht
möglich, die externe Facette zu umlaufen, indem in jedem Knoten immer der gleiche
der beiden Links benutzt wird. Da die Knoten unterschiedliche Orientierungen besitzen
können, ist es möglich, dass in einem Knoten der Link den nächsten Nachbarn im
Uhrzeigersinn und in einem anderen Knoten entgegen dem Uhrzeigersinn bezeichnet.
Die Traversierungsprozedur würde somit fortwährend zwischen den Knoten hin- und
herspringen. Deshalb ist ein komplizierteres Verfahren nötig.

Das Umlaufen der externen Facette einer Bicomp startet in einem Knoteneintrag. Dann
wird einer der benachbarten Kanteneinträge ausgewählt, da diese die Kanteneinträge auf
der externen Facette repräsentieren. Der Twinlink des Kanteneintrags wird traversiert,
um den Zwillingseintrag dieser Kante in der zyklischen Liste des anderen Knotens zu
erhalten. In diesem Eintrag angekommen, müssen nun beide Verweise der Kante
geprüft werden. Mindestens ein Eintrag verweist auf einen Knoteneintrag, weil die
Kante auf der externen Facette liegt und somit in der Adjazenzliste zu diesem Eintrag
benachbart ist. Im Knoten angekommen, werden nun beide Verweise geprüft, und der
ausgewählt, der nicht zu der eben benutzten Kante zurückführt. Nun wiederholt sich die
Prozedur.

In Singleton Bicomps wird ein separates Verfahren zur Traversierung der externen
Facette angewandt. In den Kanteneinträgen des Knotens und des virtuellen Knotens  ist
es nicht einfach möglich, zu prüfen, welcher der Links zu einem anderen Knoten führt,
um die Traversierung fortzusetzen. Beide Links der Kanten verweisen auf einen (den
gleichen) Knoten. Es wird deshalb geprüft, ob beide Links auf einen Knoten verweisen.
In diesem Fall liegt eine Singleton-Bicomp vor und der Knoten wird über den gleichen
Link betreten wie die Bicompwurzel.

Realisierung des Verschmelzens

Werden zwei Bicomps verschmolzen, wird die Adjazenzliste des virtuellen Knotens V
mit der Adjazenzliste des entsprechenden Knotens K vereinigt. Wenn die Walkdown-
Prozedur an einem Knoten K ankommt und feststellt, dass sie zugehörige Bicomps
besitzt, verzweigt sie in diese. Vorher muss in der Merge Queue zusätzlich zum Knoten
K gespeichert werden, über welchen Link K betreten wurde (Kin), da die Kante, auf die
der Link verweist, später durch das Einfügen der Rückwärtskante ins Innere der
Einbettung verlegt wird. In der Tochterbicomp wird von V aus in beide Richtungen, wie
im Kapitel zum Walkdown beschrieben, nach einem aktiven Knoten gesucht. Hat sich
der Walkdown für einen aktiven Knoten entschieden, wird auch der Link, über den V
verlassen wurde (Vout), in der Merge Queue zusammen mit V gespeichert.
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Wurde K im Uhrzeigersinn betreten und V entgegen dem Uhrzeigersinn verlassen (oder
umgekehrt) muss die Bicomp mit der Wurzel V gedreht werden, damit die
Rückwärtskante konsistent entlang einer Seite der aktuellen Einbettung platziert werden
kann. Dies wird durch invertieren von V erreicht. Dazu werden die beiden Links des
Wurzelknotens und die aller Kanteneinträge in seiner Adjazenzliste getauscht. Während
des Tauschens wird die zu dem Wurzelknoten inzidente Baumkante (es kann nur eine
geben) mit einer „–1“ markiert. Die anfängliche Markierung ist „+1“. Auf diese Weise
kann durch Produktbildung entlang des Weges von der Baumwurzel bis zum einem
Knoten erkannt werden, ob der Knoten invertiert werden muss. Das Tauschen der Links
an den Kanteneinträgen ist nötig, damit die Kanten ständig eine konsistente
Orientierung zum Knoten haben. Wurde V invertiert, muss auch der gespeicherte Wert
für Vout umgekehrt werden, da er nun auf den falschen Link verweist.

Um die Adjazenzlisten von V und K zu vereinen, werden zunächst der Kanteneintrag,
über den K betreten wurde (an Link Kin), und der Kanteneintrag, über den V verlassen
wurde (an Link Vout), verbunden. In diesen Kanteneinträgen muss der Link ausgewählt
werden, der benutzt wurde, um zum jeweiligen Knoten zu gelangen. Dann wird der
andere Nachbarkanteneintrag von V mit dem Link Kin verbunden. Die folgende
Abbildung zeigt ein Beispiel für das Mischen eines Knotens mit einer seiner Kopien.

[I] Vor dem Mischen der Knoten - K wurde in diesem Beispiel vom Walkdown entgegen dem
Uhrzeigersinn von Kanteneintrag 2 betreten und V im Uhrzeigersinn zum Kanteneintrag 6
verlassen. Deshalb muss die Tochterbicomp von K gedreht werden.

[II] Nach dem Drehen der Tochterbicomp stimmt die Richtung des Betretens von K und
Verlassen von V überein.

[III] Nach dem Mischen der Adjazenzliste - V ist nicht mehr mit der Einbettungsstruktur
verbunden und kann gelöscht werden. Die Adjazenzliste von V wurde mit der Adjazenzliste von
K vereint.
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Einbetten von Rückwärtskanten

Durch das Einbetten einer Rückwärtskante gelangt ein Teil der bisherigen externen
Facette der Einbettungsstruktur ins Innere. Die Rückwärtskante liegt nun auf der
externen Facette der Einbettungsstruktur. Die Einbettung der Kante erfolgt zwischen
dem Startknoten der Walkdown-Traversierung (eine Kopie des aktuellen Knotens) und
dem Quellknoten der Kante. Weil die Rückwärtskante nach der Einbettung auf der
externen Facette liegen soll, muss sie in den Adjazenzlisten in direkter Nachbarschaft zu
den Knoten eingefügt werden.

Auch für die Rückwärtskante werden zwei durch einen Twinlink verbundene
Kanteneinträge erzeugt; ein Eintrag für jeden der beiden Knoten. Der Kanteneintrag des
Startknotens wird in seiner Adjazenzliste zwischen dem Knoten und dem
Kanteneintrag, über den der Startknoten beim Beginn der Walkdown-Traversierung
verlassen wurde, eingefügt. Der Kanteneintrag des Quellknotens wird in seiner
Adjazenzliste zwischen dem Knoten und dem Kanteneintrag, über den er bei der
Traversierung betreten wurde, eingefügt.

Überbrückungskanten werden nach dem gleichen Prinzip eingebettet. Um eine einfache
Entfernung zu ermöglichen, werden sie mit einer Markierung versehen.
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Analyse der Zeitkomplexität

Die Autoren behaupten, dass der Algorithmus eine lineare Zeitkomplexität – O(n) –
erreicht. Dies bedeutet, dass der Rechenaufwand proportional zur Eingabegröße (z. B.
Anzahl der Knoten, Kanten) steigt - dies wäre sehr günstig. Zur Analyse wird der
Algorithmus in seine Teilschritte zerlegt.

Initialisierungsphase

Die Initialisierung beginnt mit einer Tiefensuche im Eingabegraphen. Es ist bekannt,
dass das Verfahren in linearer Zeit implementiert werden kann. Die von dieser
Diplomarbeit benutzte Implementation besitzt lineare Komplexität. Während der
Tiefensuche werden bei bestimmten Ereignissen, z. B. dem Finden von Knoten und
Kanten, Initialisierungen für den nachfolgenden Hauptteil des Algorithmus ausgeführt.
Dazu gehören die Berechnung der Lowpoints und das Erstellen der Singleton-Bicomps.
Pro Ereignis wird ein konstanter Aufwand – O(1) – benötigt. Da die Anzahl der
Ereignisse linear mit der Größe des Eingabegraphen wächst, amortisiert sich der
Aufwand auf die lineare Komplexität O(n).

Einer gesonderten Betrachtung bedarf das Erstellen der Listen mit den separaten DFS-
Nachfolgern in den Knoteninstanzen (siehe „Effiziente Erkennung der Aktivität“). Da
die DFS-Nachfolger in den Listen aufsteigend nach ihren Lowpoints geordnet eingefügt
werden, müssen sie sortiert werden. Auch für das Sortieren kann lineare Komplexität
erreicht werden, weil die möglichen Werte (Lowpoints) bereits bekannt sind und
deshalb ein Bucketsort-Algorithmus angewandt werden kann. Dieses Verfahren wird in
[5, Seite 556] beschrieben.

Ausführungsphase

Der Hauptteil des Algorithmus besteht im Wesentlichen aus den Prozeduren für den
Walkup und den Walkdown. Zusätzlich sind das Verschmelzen und Drehen von
Bicomps zeitkritische Komponenten.

Walkup

Ein Teil der externen Facette jeder Bicomp, die vom Walkup traversiert wurde, gelangt
durch die Einbettung der jeweiligen Rückwärtskante in das Innere der
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Einbettungsstruktur. Knoten und Kanten, die im Inneren der Einbettung liegen, sind für
den weiteren Ablauf der Ausführungsphase nicht mehr von Bedeutung. Diese werden
also garantiert nicht in einem späteren Schritt noch einmal traversiert. Während des
Walkup wird jeweils der kürzere der beiden Wege um die zugehörigen Bicomps herum
gewählt, um die Bicompwurzel zu erreichen und somit in der Einbettungsstruktur
„aufwärts“ zum aktuellen Knoten zu gelangen. Der dann tatsächlich vom Walkdown
benutzte Weg um die Bicomps herum, hängt jedoch von der Aktivität der Knoten auf
der externen Facette der Bicomp ab, ist also nicht unbedingt der kürzere. Der Aufwand
für einen Walkup ist proportional zum Teil der Einbettung, deren Bearbeitung in dieser
Phase abgeschlossen wird; durch die Wahl des kürzeren Weges ist der Aufwand
typischerweise sogar geringer.

Wie bereits erwähnt, wird das mehrfache Traversieren von Bicomps durch Walkups in
einem Schritt verhindert. Dies könnte passieren, wenn Walkups von mehreren
Quellknoten für Rückwärtskanten zum aktuellen Knoten einen gemeinsamen Weg
aufwärts besitzen (Siehe Walkup). Eine Markierung bereits im aktuellen Schritt
besuchter Bicomps verhindert dies.

Walkdown

Durch das Einfügen der Überbrückungskanten über inaktive Knoten von Bicomps ist
auch für den Walkdown gewährleistet, dass der zurückgelegte Weg proportional zur
Kantenmenge ist, die ins Innere der Einbettung gelangt, wenn die Rückwärtskanten
eingefügt werden. Der vom Walkdown bei der Traversierung der Bicomps gewählte
Weg entspricht exakt der Kantenmenge, die durch die einzubettende Rückwärtskante
ins Innere der Einbettungsstruktur verlegt wird. Dabei ist zu beachten, dass jede Kante
in zweifach zusammenhängenden Komponenten zweimal bearbeitet wird, da jeweils
eine Seite der anfänglichen Singleton-Bicomps ins Innere der Einbettung gelangt.

Knoten können mehrmals traversiert werden. Jede Traversierung erfolgt jedoch, um
später eine zu ihm inzidente Kante in das Innere der Einbettung zu verlegen. Der
Aufwand für das mehrmalige Besuchen der Knoten amortisiert sich deshalb über die
Kanten des Eingabegraphen.

Die Überbrückungskanten garantieren, dass die direkten Nachbarn einer Bicompwurzel
im nächsten Schritt aktiv sind. Somit werden Knoten, die in einem Schritt inaktiv
geworden sind, beim einem folgenden Schritt nicht noch einmal traversiert.
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Verschmelzen von Bicomps

In zweifach zusammenhängenden Komponenten des Eingabegraphen wird jeder
virtuelle Knoten, außer der Wurzelkopien der DFS-Baum Wurzelknoten, genau einmal
in seinen entsprechenden Knoten gemischt. Besitzt der Eingabegraph
Artikulationspunkte, werden die virtuellen Knoten, die diese repräsentieren, nicht
während der Ausführungsphase vermischt. Das Mischen von Bicomps ist eine
Operation mit konstantem Aufwand. Nach der Ausführungsphase verbliebene virtuelle
Knoten werden mit gleichem Aufwand in der Nachbearbeitungsphase in ihre Knoten
gemischt.

Drehen von Bicomps

Muss die Tochterbicomp vor dem Mischen gedreht werden, wird zur
Laufzeitoptimierung nur der Wurzelknoten gedreht. Dazu werden die Links in dem
Knoten und jeder Kante in der Adjazenzliste getauscht. Die Links in den Elementen
werden mit konstantem Aufwand getauscht. Das Markieren der Baumkante für die
Nachbearbeitung geschieht während des Durchlaufens der Adjazenzliste ebenfalls mit
konstantem Aufwand, wenn diese erreicht wird.

Die Adjazenzliste kann in linearer Zeit traversiert werden. Jeder virtuelle Knoten wird
maximal einmal gedreht, deshalb amortisiert sich der Traversierungsaufwand über die
Elemente der Einbettungsstruktur zu einem linearen Gesamtaufwand.

Nachbearbeitungsphase

In der Nachbearbeitungsphase müssen die Überbrückungskanten entfernt werden.
Außerdem muss eine konsistente Orientierung der Knoten hergestellt werden. Dazu
wird in jeder Bicomp das vorhandene vollständige Skelett aus Baumkanten traversiert,
um alle Knoten der Bicomp zu durchlaufen. Dies entspricht einer Tiefensuche, die wie
schon erwähnt, mit linearem Aufwand realisiert werden kann.

Die Überbrückungskanten werden während des Durchlaufens der Adjazenzlisten im
Rahmen der Tiefensuche entfernt. Das Umsetzen der Links zur Entfernung einer
Überbrückungskante besitzt konstante Komplexität. Weil die Regeln zum Einfügen der
Überbrückungskanten sicherstellen, dass das Kantenlimit eines planaren Graphen nicht
überschritten wird, entspricht die Gesamtzahl der zu entfernenden
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Überbrückungskanten höchstens der Ordnung(# Knoten); ihre Entfernung erzeugt also
linearen Aufwand.

An einem Knoten angekommen, wird er gedreht, wenn dieser eine zur Bicompwurzel
inkonsistente Orientierung hat (siehe Drehen von Bicomps). Der Aufwand zum
Tauschen der Links ist, wie bereits gezeigt, konstant, amortisiert sich also maximal zu
linearem Aufwand für die in der Bicomp vorhandenen Elemente, wenn alle Knoten
gedreht werden müssten (der Wurzelknoten wird nie gedreht, da er garantiert eine
gültige Orientierung besitzt).

Wie bereits erwähnt, werden in der Nachbearbeitungsphase ebenfalls alle verbliebenen
virtuellen Knoten in ihre jeweiligen Knoten gemischt. Der dabei entstehende Aufwand
entspricht dem des Mischens in der Ausführungsphase.

Gesamtaufwand

Wie die Analyse gezeigt hat, besitzen die drei Phasen des Algorithmus eine lineare
Komplexität. Da sie jeweils einmal ausgeführt werden, summiert sich der Aufwand und
der gesamte Algorithmus erreicht eine lineare Laufzeit.
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Beschreibung der Implementation

Der Algorithmus wurde in der Programmiersprache Java implementiert und in das
Framework des Projekts „VinetS“ integriert. Das Ziel der Integration war es, beliebige
Graphen, die in der Datenstruktur des Frameworks vorliegen, auf Planarität zu testen.
Ist der Graph planar, soll eine entsprechende Einbettung ermittelt werden.

Die Implementation folgt eng der Referenzimplementation in [3], an einigen Stellen
wurden jedoch Vorteile, die die Programmiersprache Java bietet (z.B. Vererbung,
Laufzeit-Typidentifikation) ausgenutzt, um den Algorithmus objektorientiert
umzusetzen. Alle angeführten Optimierungen zum Erreichen der linearen Komplexität
wurden umgesetzt.

Das System „VinetS“

Das Programmsystem des Projektes „VinetS“ besteht aus einer mehrschichtigen
Datenstruktur zur Modellierung und Darstellung von Graphen und netzartigen
Strukturen, zusätzlichen Funktionalitäten wie Laden und Speichern von Graphen und
einer Grapheditor-Anwendung mit graphischer Benutzeroberfläche.

Ziel der Schichtung der Datenstruktur ist es, die einzelnen Aspekte Struktur, Geometrie
und Präsentation zu entkoppeln. Dadurch ist es zum Beispiel möglich, die
Strukturschicht unabhängig zu nutzen, um eigene Graph-Algorithmen zu
implementieren. Eigene Algorithmen können dem System durch einen standardisierten
Mechanismus hinzugefügt werden, der auch zur Integration des in dieser Diplomarbeit
implementierten Algorithmus genutzt wurde.

Graphen werden im standardisierten GraphML8 Format gespeichert und geladen. Dabei
handelt es sich um ein XML-definiertes Dateiformat. Neben der Standardisierung ist ein
weiterer Vorteil dieses Formats, dass es sich transparent erweitern lässt. Das bedeutet,
dass eigene Erweiterungen nicht den Datenaustausch mit anderen Anwendungen, die
dieses Format nutzen, verhindern.

Ausführung des Algorithmus

Der Algorithmus verarbeitet nur ungerichtete Graphen. Gerichtete Graphen müssen
deshalb vor der Ausführung konvertiert werden. Da das VinetS Framework in Zukunft
diese Funktionalität bieten wird, wurde dies nicht implementiert.

                                                          
8 Siehe dazu http://graphml.graphdrawing.org
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Die Implementation folgt dem Standardmuster für Algorithmen im VinetS Framework.
Deshalb kann sie über einen Aufruf der Methode attachAlgorithm auf der Klasse
GraphApplication in die Anwendung eingebunden werden. Im aktuellen Prototyp der
Anwendung wird dann automatisch in der Benutzeroberfläche ein Steuerelement zur
Ausführung generiert.

Das Resultat der Planaritätsprüfung wird im Meldungsfenster der Anwendung
ausgegeben. Ist der Graph planar, wurde eine Einbettung errechnet. In diesem Fall wird
zusätzlich für jeden Knoten die zyklische Reihenfolge der Kanten in Textform
ausgegeben.

Test der Implementation

Die Implementation wurde manuell getestet. Dazu wurden Beispielgraphen erstellt.
Einige Beispiele befinden sich auf der beigelegten CD-ROM. Anhand von
Textausgaben des Programms wurde dann der tatsächliche Ablauf mit dem
theoretischen Ablauf des Algorithmus verglichen. Die Beispiele wurden so konstruiert,
dass die verschiedenen Fälle in den Funktionen (Walkup, Walkdown, Mischen, Drehen,
Nachbearbeitung der Datenstruktur...) getestet wurden.

Ein automatisierter Test für eine große Zahl von Testfällen wäre wünschenswert
gewesen. Eine Möglichkeit zur Stapelverarbeitung von Eingabedaten durch
Algorithmen und der Prüfung der Ergebnisse ist später als Funktionalität des
Frameworks vorgesehen. Dazu bedarf es allerdings einer Suite von Testgraphen, von
denen bekannt ist, ob sie planar sind oder nicht. Die auf der Webseite des GraphML
Projekts9 angebotenen Suites enthalten in den Indizes leider keine Informationen zur
Planarität der enthaltenen Graphen.

Das Schreiben von Integritätstest für die Klassen mit dem Junit Framework, wie im
Projekt gefordert, gestaltete sich schwierig. Die Methoden erzeugen nur in wenigen
Fällen Rückgabewerte, die sich außerhalb eines Ausführungskontexts prüfen lassen.
Zudem ist es aufwändig, Eingabewerte, wie z.B. komplette Bicomps, "manuell" zu
erzeugen. Die Tests hätten damit eine Komplexität erreicht, die sie selbst fehleranfällig
und schlecht wartbar machen. Somit wurde auf das Schreiben von Unittests verzichtet.

Klassen der Implementation

Die Klassen der Implementation des Algorithmus befinden sich im Package
de.fhstralsund.vinets.graphalgos.boyer. Der Quelltext ist auf der beigelegten CD-ROM

                                                          
9 http://graphml.graphdrawing.org
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im Verzeichnis „source“ gespeichert. Kommentare im Quelltext sowie die Javadoc-
Dokumentation sind aufgrund der Projektrichtlinien in englischer Sprache verfasst.

Repräsentation der Datenstruktur in der Java Implementation

Alle an der Datenstruktur beteiligten Klassen wurden mit dem Präfix „BES“ (für Boyer
Embedding Structure) versehen, damit durch den gleichzeitigen Import der Framework-
Klassen (z. B. Edge) keine Kollision der Namensräume stattfindet.

Die entsprechenden Strukturelemente besitzen eine Referenz auf den Knoten oder die
Kante aus dem Eingabegraphen, die sie repräsentieren. Damit ist es möglich, nach
Abschluss des Algorithmus die kombinatorische Einbettung an einen
weiterverarbeitenden Algorithmus zur geometrischen Einbettung zu übertragen. Eine
direkte Manipulation der Adjazenzlisten des Eingabegraphen ist nicht möglich, da die
Strukturschicht des Projektframeworks dies nicht zulässt.

Da Kanten, Knoten und virtuelle Knoten in der Datenstruktur miteinander verbunden
sind, wurde eine Hierarchie der Datenstrukturelemente aufgebaut. Die Autoren des
Algorithmus benutzen in ihrer Referenzimplementation in der Sprache C eine Record-
Struktur, die sowohl Knoten als auch Kanten darstellen kann. Der Typ des Elements
wird über die Position im Array ermittelt, das zur Speicherung der Records benutzt
wird. Durch die Nutzung einer Klassenhierarchie ist es möglich, die Laufzeit-
Typidentifikation der Java Virtual Machine zu nutzen, um den Elementtyp zu erkennen
und strukturelle Prüfungen durchzuführen.

BESElement

BESElement ist die abstrakte Oberklasse
sowohl für Knoten- als auch für
Kanteneinträge. Dies ist nötig, um Kanten
und Knoten in den Adjazenzlisten zu
verbinden. Die Klasse enthält die Links und
den Twinlink sowie grundlegende
Zugriffsmethoden auf diese. Die
Zugriffsmethoden sind teilweise abstrakt
deklariert, damit konkrete Definitionen in den
Subklassen strukturelle Typprüfungen
vornehmen können. Zum Beispiel darf ein
Twinlink einer Kante nur auf eine andere
Kante verweisen.

Klassendiagramm der Datenstrukturelemente
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BESAbstractVertex

BESAbstractVertex ist die abstrakte Oberklasse für alle Knotentypen und erbt von der
Klasse BESElement. Die gemeinsam genutzte Funktionalität von Knoten und virtuellen
Knoten wird hier implementiert. Dies sind Methoden zur Bewegung auf der externen
Facette und Drehen einen Knotens.

BESVertex

Die Klasse BESVertex erbt von der Klasse BESAbstractVertex und repräsentiert einen
Knoten in der Datenstruktur. Sie enthält eine Liste für DFS-Nachfolger, die noch in
separaten Bicomps sind (wichtig zur Erkennung der externen Aktivität) und eine Liste,
in die während des Walkup Prozesses die zugehörigen Bicomps eingetragen werden.
Zudem sind Methoden für die Bestimmung der Aktivität des Knotens vorhanden.

Die Liste der separaten DFS-Nachfolger wurde mit der Klasse java.util.LinkedHashSet
realisiert. Sie ist im „Collections“ Framework des Java Development Kit ab der Version
1.4 enthalten. Deshalb ist die Implementation nicht unter älteren JDK Versionen
lauffähig. Die Benutzung der Klasse folgt aus der Anforderungen zum Erreichen
linearer Komplexität (siehe „Effiziente Erkennung der Aktivität“). Dazu ist
anzumerken, dass die API Dokumentation [9] dieser Klasse angibt, dass konstanter
Aufwand für Einfüge- und Entfernoperationen nur erreicht wird, wenn angenommen
wird, dass die benutzte Hashfunktion die Elemente gleichmäßig über die Speicherstellen
verteilt.

BESVirtualVertex

BESVirtualVertex Instanzen repräsentieren virtuelle Knoten in der Datenstruktur. Ihr
Twinlink verweist daher auf die entsprechende BESVertex Instanz. Die Klasse erbt
ebenfalls von BESAbstractVertex. Sie enthält eine Methode, um den nächsten aktiven
Knoten auf der externen Facette von der Wurzel aus zu suchen. Außerdem führt die
Methode postProcessBicomp die Nachbearbeitungsschritte der Bicomp, dessen Wurzel
dieser virtuelle Knoten ist, durch.

BESEdge

Diese Klasse repräsentiert die Kanteneinträge. Für jede Kante existieren zwei Instanzen.
Je eine Instanz befindet sich in der Adjazenzliste eines inzidenten Knotens. Die beiden
Instanzen sind durch den Twinlink verbunden. Das „Neighbour“ Property verweist auf
den Knoten, in dessen Adjazenzliste sich der Zwillingseintrag der Kante befindet. Über
das Property „Type“ wird der Typ der Kante (Baum-, Rückwärts- oder
Überbrückungskante) gesetzt.
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Andere Klassen

InitialDFSRun

Die Klasse InitialDFSRun realisiert die Tiefensuche und die damit verbundenen
Initialisierungen der Einbettungsdatenstruktur. Dazu bedient sie sich vorhandener
Funktionalität des im Framework des Projekts vorhandenen Package
de.fhstralsund.vinets.graphalgos.dfs, das eine Tiefensuche mit Bestimmung der DFS
Lowpoints anbietet.

Während der Tiefensuchbaum aufgebaut wird, werden für entdeckte Knoten und Kanten
die entsprechende Instanzen von BESVertex, BESVirtualVertex und BESEdge erzeugt
und zu den anfänglichen Singleton-Bicomps verbunden. Um die Liste der nach
Lowpoint geordneten separaten DFS-Nachfolger für die BESVertex Instanzen zu
erzeugen, werden diese in linearer Zeit nach dem Lowpoint sortiert. Damit bei der
Sortierung eine lineare Komplexität erreicht wird, wird ein Bucketsort-Verfahren
benutzt, wie es in [5] beschrieben wird.

BoyerPlanarEmbedder

Dies ist die Hauptklasse des Algorithmus und implementiert die
Standardeinsprungmethode für Algorithmen des VinetS Framework, die Methode
execute des Interface de.fhstralsund.vinets.graphalgos.Algorithm. Diese führt die
nötigen Initialisierungen aus und ruft dann die Hauptschleife des Algorithmus auf.

Das Resultat der Ausführung kann mit den Methoden isPlanar und
getResultBicompRoots ermittelt werden. Die erste Methode liefert einen Wert vom Typ
boolean, der angibt, ob der verarbeitete Eingabegraph planar ist. Die zweite Methode
liefert im Fall der Planarität eine Liste mit BESVertex Instanzen, die Wurzeln der
Einbettungsstrukuren für jede Zusammenhangskomponente des Eingabegraphen sind.
Die Wurzeln sind nicht mehr durch BESVirtualVertex Instanzen repräsentiert, da die
virtuellen Knoten in der Nachbearbeitungsphase in ihre Knoten gemischt werden.

Die Klasse enthält als private Methoden die Walkup- und Walkdown-Prozedur. Die
Implementation dieser Methoden folgt nahezu vollständig der Referenzimplementation.
Deshalb sei auf den Pseudocode in [3] verwiesen. Weiterhin sind in dieser Klasse die
Methoden zur strukturellen Modifizierung der Einbettung – Verschmelzen von
Bicomps, Mischen der Adjazenzlisten eines virtuellen Knotens mit seinem Knoten und
Einbettung der Rückwärtskanten – implementiert. Sie folgen der Beschreibung im
Kapitel „Die Datenstruktur“.
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TraversalContext

Die Klasse TraversalContext enthält Informationen, die nötig sind, um sich in der
Datenstruktur zu bewegen oder eine erfolgte Bewegung zu speichern. Ein Objekt dieser
Klasse aggregiert eine Positionsinformation, ein Element der Einbettungsdatenstruktur,
und einen Richtungsindikator. Da die Adjazenzlisten der Knoten doppelt verkettete
Listen sind, ist zusätzlich zur Position auch die Richtungsinformation nötig, um sich in
der Struktur bewegen zu können. Dabei handelt es sich logisch um einen Verweis auf
eines der beiden Nachbarelemente der Liste. Diese Information kann einsatzabhängig
entweder den Link anzeigen, der benutzt wurde, um das Element zu betreten, oder um
das Element zu verlassen.

MergeQueue

Die Klasse MergeQueue ist eine einfache FIFO-Datenstruktur mit den
Standardoperationen zum Entfernen an der Front, zum Anfügen am Ende und zur
Prüfung auf Inhalt. Da die Queue ausschließlich Instanzen der Klasse TraversalContext
enthält, wurde ein einfacher Wrapper10 um die Java Standardklasse java.util.LinkedList,
die diese Funktionalität bietet, implementiert. Dies vermeidet die sonst nötigen
Typkonvertierungen beim Entnehmen von Objekten aus der Queue und ermöglicht, den
Argumenttyp für das Speichern von Objekten in der Queue auf die Klasse
TraversalContext einzuschränken.

                                                          
10 In der objektorientierten Programmierung wird eine Klasse als Wrapper bezeichnet, die eine andere
Klasse umhüllt, um eine modifizierte öffentliche Schnittstelle dieser Klasse anzubieten.
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Inhaltsverzeichnis der beigelegten CD

Ordner Inhalt
source Quelltext der Implementation
javadoc Generierte Javadoc Dokumentation der Implementation
papers Digitale Quellen im PostScript Format

soda1999.ps – Quelle [2]
planarity.ps – Quelle [3]

demo Demonstrationsversion des Programms. Es wird eine zum JDK 1.4
kompatible Virtual Machine und Klassenbibliothek benötigt.
Start des Programms durch Ausführung der Datei Start.bat.
Bitte auch die Datei readme.txt beachten!

data Beispielgraphen im GraphML Format
example.xml – Beispiel  der Diplomarbeit
k33.xml – der Graph K3,3

k5.xml – der Graph K5

bigplanar.xml – großer planarer Graph
petersen.xml – der Petersen Graph (nicht planar)
triangles.xml – planarer Graph mit inneren Dreiecksfacetten

text Diese Diplomarbeit im Microsoft Word 97-Format


