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Vorwort

Diese Skript enhélt den Inhalt der Vorlesung , Darstellungstheorie 1¢ des
Wintersemester 2003,/2004 von Prof. Hi8. Es wurde anhand meiner Mitschrift
von mir in ITEX gesetzt und erhebt daher keinen Anspruch auf Vollstandig-
keit und Korrektheit. Teilweise wurden (zur besseren Verstandlichkeit wie ich
hoffe) einige Verdnderungen im Wortlaut vorgenommen. Auch einige Formu-
lierungen in den Beweisen habe ich verdndert um von einem rein in Symbolen
gefithrten Beweis, zu einem mit —mehr oder weniger— vollstéindigen Sétzen zu
kommen. Die Graphen und Diagramme wurden mit Hilfe von Xy-pic erstellt.

Dieses Skript stellt keine offizielle Verdffentlichung der RWTH
Aachen dar.
Letzte Anderung: 14. Mai 2004
Downloadbar unter http://home.arcor.de/sebastian.stigler

Korrekturen und Anmerkungen an:
Sebastian Stigler: sebastian.stigler@lantis.de
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Notation

X, 9,3 Darstellungen

GL, (R) die General linear group des Rings R der Dimension n
g~h g ist zu h (in G) konjugiert, dh.3x € G : g = 2 hx
|G| Ordnung von G

9H {ghg" | h € H}

H9 {g7thg | h € H}

Syl, (G) die Menge der p-Sylowgruppen von G

Ceq (1) der Zentralisator von t in G

Sa die symmetrische Gruppe auf der Menge Q (vgl. (1.3))
Sh, die symmetrische Gruppe auf n Punkten (vgl. (1.4))
rR der linksregulédre Modul R (vgl. Seite 5)

Ry der rechtssreguldre Modul R

Anng (M) der Annulator des R-Moduls M (vgl. Seite 5)
Endg (M) der Endomorphismenring des R-Moduls M (vgl. Seite 5)
Hompg (M, N) der Homomorphismenring der R-Module M, N von M nach N (vgl. Seite 5)

V=w der Modul bzw. die Algebra V ist zu W isomorph
M& N direkte Summe von M und N

rkr (M) der Rang des R-Moduls M (vgl. Seite 6)

IB Integritédtsbereich

Grad (%) siehe Def. (1.9) a)

Autg (V) der Automorphismenring des R-Moduls V' (vgl Def. (1.9))
VR Vektorraum

RG die Gruppenalgebra der Gruppe G iiber R

R[[X]] Ring der Laurentpolynome

R* die Finheiten des Rings R

W <gV W ist Teilraum von V aufgefasst als R-Moduln
char K die Charakteristik von K

U1 bezeichnet eine |G|-te primitive Einheitswurzel
Z(A) das Zentrum von A (vgl. Seite 15)

E, n X n BEinheitsmatrix

Merp der oppositéare Modul (siehe Algebra II)

X



cl(G)
Ci

L.u.

lLa.

XV

Irrk (G)
f ()
R

0

diag (ay, ...

Kern y
hG
g, I]

<gl7 v 7gk>
el

Kroneckerdelta

die Menge der Konjugiertenklassen von G
Klassensumme (vgl. (2.1))

linear unabhédngig

linear abhéngig

der durch V' bewirkte Charakter (vgl. Def. (2.2))
die irreduzibelen K-Charaktere von G

der Raum der K-Klassenfunktionen

die reguldre Darstellung

der reguldare Charakter

, an )Diagonalmatrix mit den Diagonaleintriagen ay, ..., a,

Kern eines Charakters (siehe Def. (2.16))

{ghg™ |Vg € G}

= ghg™th™t. Kommutator von g, h.

die von den Elementen g1, ..., g erzeugte Gruppe
({[a, b] | a,b € G}). Die Kommutatorgruppe
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Strukturen von
Gruppenalgebren
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grupp Gruppen und Algebren)

(Charaktertheorie)

81  Einfiihrung

VORAUSSETZUNGEN: G Gruppe, R Integritdtsbereich. Hier meist R = C.

(1.1) DEFINITION:
Eine Matrixdarstellung von G vom Grad n liber R ist ein Homomorphismus

X:G—GL,(R).

1
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Der Charakter x von X ist die Abbildung
xX: G— R; g~ Spur(X(g)).

n [= x(1)] heift der Grad von x. Ein R-Charakter von G ist der Charakter
einer Matrixdarstellung von G iiber R. 0

BEMERKUNG:
Ein Charakter ist eine Klassenfunktion von GG. D.h. sind g, h € G konjugiert
(d-h. 3z € G mit g = x7'hx), dann sind x(g) = x(h)V R-Charaktere. O

Sei GG endlich.

SATZ (BURNSIDES p¢® SATZ):
Sei |G| = p*q® mit p, ¢ € P = G ist auflosbar. O

SATz (FROBENIUS):
Sei H s G, H# {1} mit HNYH ={1}Vg € G~ H. Dann 3N < G mit
G=NH und NN H = {1}. O

SATZ (FEIT-THOMPSON):

Gruppen ungerader Ordnung sind auflésbar. 0

SATZ (Z*-THEOREM VON GLAUBERMANN):
Sei t € G eine Involution (d. h. |t| = 2) und S € Syl, (G) mit t € S. Ist t zu

keinem Element aus S ~\ {t} konjugiert, dann ist G' nicht einfach. O
SATZ:

Sei G endliche nicht abelsche einfache Gruppe. t € G Involution mit Cg (t) =
<t>XCQZ>G§A5. O

SATZ (JANKO '63):

Sei G eine endliche einfache Gruppe mit abelscher 2-Sylowgruppe, t € G
Involution mit Cg (t) = (t) x A5 = |G| = 175560. G = J; O

(1.2) DEFINITION:
Seien X, ) Matrixdarstellungen von G iiber R vom Grad n. X, ) sind dqui-
valent, wenn z € GL,, (R) existiert mit X(g) = 2'9zVg € G O

BEMERKUNG:
X, Q) aquivalent = sie haben den gleichen Charakter. O
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(1.3) BEISPIEL:
1. Die Darstellung

X:G@—-GLi(R);g—1

heiBit triviale Darstellung von G. Der zugehérige Charakter der triviale
Charakter.

2. G operiere auf der Menge Q@ = {w1,...,w,} d. h. wir haben einen
Homomorphismus 7 : G — Sq. Fiir g € G sei ll(g) € R™™ dien x n
Permutationsmatrix zu w(g) € Sq d.h.

()., — {1 falls w; = 7(g)(w;)

0 sonst

I1: G — GL, (R) heifit die zugehérige Permutations(matrix-)darstellung.
O

(1.4) BEISPIEL:
G = S5 operiert auf 3 ={1,...,3}, u=(123),s=(12) e G. G = (u, s)
~» Permutationsmatrixdarstellung

001 010
Mu)=110 0], M(s)=|1 0 0
010 0 01
Aquivalent dazu ist M via Z
10 1 0
Z=|110), Z'=-110
1 01 -1 0 1
110 1
Mu)=Z"MwZ=1| 0|0 -1
01 —1
. 110 0
M(s)=2"M(s)Z=1| 0] -1 0
0(—-1 1

Wir erhalten zwei neue Darstellungen von G durch ,Késtchenbildung®. Z.B.

(0 -1 (10
U 1 1) ° 11
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(1.5) DEFINITION:
Sei R ein Korper. X : G — GL, (R) heifit reduzibel, wenn ein Z € GL,, (R)

existiert mit ( ) ‘
, X1(g *
7%\ Z = ( L )
(9) ERD)

In diesem Fall sind

X:G—-GL,(R),i=1,2
Matrixdarstellungen von G iiber R. X heiBt irreduzibel, falls X nicht reduzibel
ist. Der zugehorige Charakter heifit irreduzibeler Charakter. 0

Sei R ein Kérper und G eine endliche Gruppe, dann existieren (bis auf
Aquivalenz) nur endlich viele irreduzibele Darstellungen von G iiber R und
somit auch nur endlich viele irreduzibele Charaktere. Gilt R = C so kann
man die Charaktertafel von G (vgl. Kapitel 2) im ATLAS or FINITE
GROUPS | ] finden. Wie z.B. das ,Monster: |M| ~ 8 x 10°® mit
194 Konjugiertenklassen.

(1.6) BEMERKUNG (ADDITIVITAT VON CHARAKTEREN):

Ist X dquivalent zu (%01 ; ), x der Charakter von X und x; der Charakter
2

von X; fiir v = 1,2, so gilt x = x1 + Xa2. O

(1.7) BEISPIEL:

Die Reduzibelitiat hdngt von R ab! Sei G = S3, u = (123) und s = (12).
N(u) = ((1) :}), N(s) = <:1 (1)) N ist genau dann reduzibel, wenn
1+1+1=01in R ist.

BEWEIS: Direktes Nachrechnen.

§2 Moduln und Algebern

1. Jeder Ring hat 1.

2. Sei R ein Ring.
Eine abelsche Gruppe M heifit R-Linksmodul, falls eine Abbildung
R x M — M definiert ist, so dass gilt:

(a) r(m+n) = rm+rn VreR mneM
(b) (r+sm = rm+sm Vr,se€R meM
(c) (rsym = r(sm) Vr,se R,meM
(d) Im = m Vme M
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Analog sind R-Rechtsmoduln definiert.

3. R selbst ist R-Modul:
rR: R aufgefasst als R-Linksmodul (der reguldre Modul)

4. M sei R-Modul.
M heifit genau dann endlich erzeugt (e.e), wenn my ...m, € M existie-

ren, so dass
n
i=1

gilt.

5. Anng (M) :={r € R|rm =0V m € M} heifit Annulator vom M.
Anng (M) ist zweiseitiges Ideal in R und M ist R/AnnR (M)-Modul.

6. Homo-, Endo-, Mono- und Isomorphismus etc. ist wie bei Vektorrdumen
definiert. Kern und Bild sind Untermoduln. Die Homomorphie-Sétze
gelten.

Endg (M) = Hompg (M, M)

ist Ring. Es gilt die Linksschreibweise: ¢, ¥ € Endg (M) ¢ = p o)
(erst ¢ dann v).

Endg (M) x M

- M
(o, m) — o

m)
macht M zu einem Endg (M)-Modul.

7. M heifit genau dann einfach wenn M # {0} und {0}, M die einzigen
Untermoduln sind.

(1.8) LEMMA (SCHUR):
Sei M ein einfacher R-Modul, so ist Endg (M) ein Schiefkérper.

BEWEIS: Sei 0 # ¢ € Endg (M). Dann gilt (M) # {0}. Da aber ¢(M) <
M gilt und M einfach ist, ist ¢(M) = M und somit ist ¢ surjektiv. Weiter
gilt Kernyp # M da ¢ # 0. Also ist Kerng = {0} und ¢ ist auch injektiv.
Zusammengefasst ist ¢ bijektiv, also invertierbar. 0

Ab jetzt ist M e.e. R-Modul.
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8. Direkte Summen:
Seien My ... M, < M. M ist genau dann die (innere) direkte Summe
der M;, wenn jedes m € M eine eindeutige Darstellung als

m=mi+...+m, mtm; € M, firi=1...n

hat. Schreibweise:
M=M®®... oM,

9. M heifit genau dann freier R-Modul, wenn
M = {0} oder M = M; & ... & M, mit M; = grR Vi.
BEMERKUNG:

(a) M ist genau dann frei, wenn M eine Basis besitzt. D.h. es existiern
my ... m, € M so, dass jedes m € M eine eindeutige Darstellung als

n
m = E rym; mit r; € R.
i=1

(b) Sei M frei mit Basis m; ...m,. Sei N ein R-Modul und v; ...v, € N.

Dann existiert genau ein R-Homomorphismus

©: M — N mit p(m;) =v; V1 <i<n

(c) Mit Rang von M (tkgr (M)) wird die Anzahl der Elemente einer Basis
bezeichnet.

BEWEIS: Wie bei Vektorraumen. O

Sei G Gruppe, R Integritatsbereich (IB) und V ein e.e. freier R-Modul.

(1.9) DEFINITION:
(a) Eine Darstellung von G auf V' ist ein Homomorphismus

X: G — Autg (V)

Grad (X) = rkg (V)
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(b) Seien X, Q) Darstellungen von G auf den freien R-Moduln V, W.
X, Q) heiBlen genau dann adquivalent, wenn ein R-Modulisomorphismus
¢ V. — W existiert, fiir den gilt

X(9) =¢'D(g)p Vg e

also
V=W
X(g) 29 Vged
% T'I
BEMERKUNG:

Nach Wahl einer Basis von V' erhalten wir aus X eine Matrixdarstellung
von G tiber R.

(¢c) W <V (als R-Modul) heifit G-invariant, falls

X(g(W)<WVged.

(d) Sei R Korper. X heifit reduzibel, falls ein G-invarianter Untermodul {0} #
W #V existiert. Andernfalls heifit X irreduzibel.

BEMERKUNG:

Sei R ein Korper und V' ein endlich dimensionaler R-Vektorraum (R-VR).
Des weiteren sei X eine Darstellung von G auf V und {0} # W # V ein
G-invarianter Unterraum von V. Wahlt man eine Basis {wy, ..., w,,} von W
und ergédnzt zu einer Basis {w1, ..., Wy, Wpi1,-..,w,} von V. Dann erhélt
man eine Matrixdarstellung X von G beziiglich dieser Basis:

0 [ X9lvy, | oo

10. Ein R-Modul A heifit R-Algebra, falls A ein Ring ist und
r(ab) = (ra)b = a(rb) Vr € R, a,be A

gilt.
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BEISPIEL:
R™™ oder Endpg (V') fiir einen e.e. freien R-Modul V.

(1.10) DEFINITION:
Sei A eine R-Algebra und V ein e.e. freier R-Modul. Eine Darstellung von A
auf V ist ein R-Algebrenhomomorphismus

¢: A— Endg (V).

BEMERKUNG:
(a) Die Aquivalenz von Darstellungen von A ist analog zu (1.9)(b) definiert.

(b) Sei ¢ : A — Endg (V) eine Darstellung von A auf V.V wird zu einem
A-Modul vermége

av = p(a)(v) Vae A velV.

Sei umgekehrt V' ein A-Modul der als R-Modul frei und endlich erzeugt
ist, so definiere ¢ : A — Endg (V') durch

ela)(v) == av Ya€e A veV.

Dann ist ¢ ein R-Algebrenhomomorphismus d.h. eine Darstellung von A
auf V.

(c) Seien ¢, 1) Darstellungen von A auf V bzw. W, wobei V, W e.e. freie
R-Moduln sind. Dann sind ¢, 1 genau dann dquivalent, wenn V' = W
als A-Moduln gilt.

O

11. A sei R-Algebra und Ay, ..., A, zweiseitige Ideale. A heifit die (Alge-
bren) direkte Summe der A;, falls

A=A16...0A,

(z.B. als abelsche Gruppen). Dann gilt A;A; = {0} fiir ¢ # j. Dies
impliziert eine komponentenweise Multiplikation. Schreiben wir

l=e+...+e, mite; € A
dann sind die A; R-Algebren mit Einselement e;. O

VORAUSSETZUNGEN: Sei R IB, V e.e. freier R-Modul, rkg (V) = n und B
Basis von V.
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1. Sei G eine Gruppe:

G —= Autg (V) ! Darstellung von G auf V
Ny |
GL, (R) Mpg(a) Zugehorige Matrixdarstellung

2. Sei A eine R-Algebra:

(a)  A—LEndg (V) Darstellung von A auf V'

PN
Zugehorige Matrixdarstellung

nXn
R von A iiber R

(b) V ist ein A-Modul vermoge ¢
av = p(a)(v) a€ A veV.

(c) Sei W ein endlich erzeugter freier R-Modul, rkr (W) = m und

Basis C.
A—~Endg (W) a
Rmxm MC(Oé)
BEMERKUNG:

W ist ein A-Modul vermége 1.
V. — W R-linear
plav) = ap(v) a€ A,veV
Homyu (V, W) & {X € R™" | XX(a) = D(a)X Vac A}
Ends (V) = {X € R | XX(a) = X(a)X Vae A}

I

BEwEIs: Es gilt
Hom (V, W) = {u € Homg (V, W) | p(av) = ap(v) a€ A, veVi.

Die Abbildung
Hompg (V, W) — R™ " 1+ ME(p)

ist ein R-Modulisomorphismus.
Sei p € Homg (V, W), a€ A, v eV, X := MF(u). Dann gilt

plav) = ap(v) <= XX(a)»p(v) = Y(a)Xsp(v)
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wobei sp(v) den Koordinatenvektor von v beziiglich B bezeichnet. Da v
beliebig war, folgt daraus die Behauptung. O

§3  Der Gruppenring
VORAUSSETZUNGEN: Sei R ein Integritédtsbereich und G eine Gruppe.

(1.11) DEFINITION:
RG ist der freie Modul iiber R mit der Basis G und Multiplikation:

(Zagg> <Z bgg> = chg ag,bg,cg € RVg € G

geG geG geG

wobei ¢, = E an by,

h,kEG
hk=g

RG heifit die Gruppenalgebra von G iiber R 0
Ab jetzt sind alle R-Moduln frei und endlich erzeugt.

1 z=g9g

(a) G — RG, g > 0,7 mit a, =
0 z#g

BEMERKUNG:
xeG

(b) R — RG,r—rl

BEISPIEL:
Sei G = (Z, +). Dann gilt
RG = R[[X]] Ring der Laurentpolynome

Warnung: Gruppenringe nicht isomorpher Gruppen kénnen isomorph sein.
Z.B.
Cvy = CCy

Wobei V, die Kleinsche Vierergruppe ist
Vi={1,a,b ab} a*=0*=(ab)’>=1
und Cy die zyklische Gruppe der Ordnung 4 ist

C, = {1, z, z2, x3} zt=1.
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§
Die Abbildung
cv, — CCy
1 — 1
z — Fa+ Hab
2 — b
3 - %a + %ab

lietert einen C-Algebrenisomorphismus.

r? = (%)%cﬂ + (%)2 (ab)? + 2—(1_%1”) aab
i1 4b

BEMERKUNG:
Sei V e.e. freier R-Modul.

(a) Jede Darstellung

(b)

X: G— Autg (V)

lasst sich zu einer Darstellung
X : RG — Endg (V)

linear fortsetzen:

X (Zaw) = Zag X(9)
9€G 9EC cAutp(V)

Vermdoge X wird V zu einem RG-Modul.
av = %(a)(v) a€ RG,veV

Nach Wahl einer Basis von V erhalt man eine Matrixdarstellung von RG
iiber R.

Sei V' ein RG-Modul. Dann existiert eine Darstellung
X: RG — Endg (V).
Einschréinken auf G (es gilt G C (RG)*) liefert eine Darstellung
X: G— Autg (V) = (Endg (V))"
von G auf V.
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(c) Ist W <V (als R-Modul) und X, X wie in (a) und (b), dann gilt:

W ist G-invariant (d.h. X(g)(W) < WV g € G).
< W ist RG-invariant (d.h. X(a)(W) < WVa € RG).
<= W ist RG-Untermodul von V

(d) Zusammenfassung:

Matrixdarstellung Matrixdarstellung
o
von G iiber R von RG iiber R

Basis Basis
V=R" \H\ von V' V=R" \H\ von V'

R-Darstellung R-Darstellung
von G auf V von RG auf V V' RG-Modul

Aquivalenz Aquivalenz <—— Isomorphie
W<RrV W<raV w<v
G-invariant RG-invariant RG-Untermodul

Falls R

irreduzibel <— irreduzibel <— einfach Kérper

g4 Halbeinfache Moduln und Algebren

VORAUSSETZUNGEN: Sei K ein Korper, {0} # A eine e.d. K-Algebra (z.B.
A = KG fiir eine endliche Gruppe GG). A-Moduln seinen A-Linksmoduln und
als K-VR endlich erzeugt.

(1.12) DEFINITION:
V' heifit genau dann halbeinfach (engl. semisimple, completly reducable) wenn
jeder Untermodul ein Komplement in V' hat. Das heif3t

YW LVIAW KV mitV=WaoW
{0} ist halbeinfach aber nicht einfach. m

(1.13) Sarz:
Sei V' ein A-Modul, so sind

(a) V ist halbeinfach.
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(b) V ist Summe von einfachen Untermoduln (Konvention: leere Summe ist

{0})-
(c¢) V ist direkte Summe von einfachen Untermoduln.

dquivalent.

BEWEIS: Siehe Algebra II oder [ ] (1.10) und (1.11). O

(1.14) BEMERKUNG:
Sei V' halbeinfacher A-Modul und sei W < V', dann sind auch W und V/W
halbeinfach.

BEwWEILs: V =W @ W' fiir ein W < V und es gilt V/W =~ W' Es geniigt
also die Behauptung fiir Untermoduln zu zeigen.

Sei U < W so folgt U < V. Da V aber halbeinfach ist existiert in V' ein
Untermodul U’ fiir den V = U & U’ gilt. Somit ist W =U & (U' N W) und
die Behauptung ist gezeigt. 0

(1.15) DEFINITION:
A ist genau dann halbeinfach wenn 4 A halbeinfach ist. O

(1.16) Sarz:
A ist genau dann halbeinfach wenn jeder e.e. A-Modul halbeinfach ist.

BEWEIS: ,<=“ klar, da 4A endlich erzeugt ist.

.= Sei V e.e. A-Modul, d.h. es existieren vy,...,v, € Vmit V. =>""  Auv,.
Es geniigt zu zeigen, dass Av; halbeinfach ist Vi (wegen (1.13)). Betrachte
0 AA— Av;; a— av;

@ ist surjektiver A-Modulhomomorphismus. Der Homomorphiesatz liefert
Av; = AA/Kerngo

und (1.14) die Halbeinfachheit. O

(1.17) SATz (MASCHKE):
Sei G eine endliche Gruppe, dann gilt KG ist genau dann halbeinfach wenn
char K = 0 oder char K } |G]|.
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BEWEIS: ,,=“ Ubung.

»<* Sei char K = 0 oder char K f |G|. Dann ist |G| € K. Sei V KG-Modul
und W < V. Sei W’ ein K-Komplement zu W in V, also V. =W @ W’ als
K-VR. ¥ : V — V sei die Projektion von V' auf W beziiglich der Zerlegung
V=W+W (v=w+w,weW v eW. 9v)=w).deEndg (V). Setzte

o: V-V, |Gl Zg'lﬁ gu ).
9€G ev

——
ew
ew

Dann gilt:
2. QO(W) g W. Klar, da W gA_Modul \%

3.
plw) = w YweWw

_gw
p(w) = |G g 5 gw) (gv)

geG

— G Y g lgw = w

geG

4. p € Endge (V): Sei he G,v eV
p(hw) = |G g I(ghv)

geG

= |G h(gh) ™9 ((gh)v)

geG

= hGITY 2 (av)
z€G
= hp(v)

5. Sei W = Kern ¢ dann ist W” <ge V. Sei w € WNW”, so folgt mit
3.w=¢pw)=0

6. Seiv e V.
2 pv) e W
Z o0 =) =) —pv) =0
d.h. v —p(v) e W
= v=0p@)+@v-—p)eW+W
Z V=waew
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A hat bis auf Isomorphie nur endlich viele A-Moduln.

(1.18) BEMERKUNG:
Sei V' einfacher A-Modul, dann existiert ein U < 4A mit V = AA/U. Ins-
besondere ist die Anzahl der Isomorphieklassen einfacher A-Moduln endlich.

BEWEIS: Sei 0 # v € V. Betrachte ¢ : 4A — V;a— av. ¢ € Homy (4 A, V)
= Av = p(4A) < V. Av # 0, da v € Av. Daraus folgt, dass Av =V ist, da
V einfach ist. Setze U = Kern ¢ und die 1. Behauptung ist gezeigt.

AA besitzt eine Kompositionsreihe, da A e.d. K-VR ist. V ist isomorph zu
einem Faktor einer Kompositionsreihe von 4A und mit dem Satz von Jordan-
Holder (vgl. Algebra II) folgt auch die zweite Behauptung. O

(1.19) DEFINITION & BEMERKUNG:
(a) SeiV ein A-Modul, dann ist K zu einem Teilring von End4 (V') isomorph.

(b) K heiBit Zerfillungskérper fiir A, falls gilt:
Endas (V) =2 KV einfache A-Moduln V

BEWEIS: (a) Betrachte K — Endg (V); a — o, (skalare Multiplikation mit
a; 0, = aidy). 0, € Endy (V), denn sei b € A, v € V so gilt:

oq.(bv) = a(bv) = (ab)v = (ba)v = bo,(v)

(1.20) BEMERKUNG:
Ist K algebraisch abgeschlossen, so ist K Zerféllungskoérper von A.

BEWEIS: Sei V' einfacher A-Modul, ¢ € Endy (V) € Endg (V). Sei a € K
ein Eigenwert von ¢. Dann ist Kern(¢ — o, ) # {0} und somit ist ¢ — o,

=aidy
nicht invertierbar. Schlielich liefert das Lemma von Schur (1.8) ¢ — o, = 0.
~——
€End 4 (V)
O

Spéter zeigen wir, dass wenn G endlich ist, Q) ( ‘G\VT) =: K ein Zerfallungs-
korper von K@ ist.
Mit Z(A):={a€ A|ab=ba Vbe A} sei das Zentrum von A bezeichnet.

Z(K™) = {aE, l[ac K} = K
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(1.21) SATZ (ARTIN-WEDDERBURN):

Sei A eine halbeinfache K-Algebra und K ein Zerfallungskorper von A. Seien
Vi,...,V, Reprasentanten der Isomorphieklassen einfacher A-Moduln, m; =
dimy(V;). Setze

Aji= )8 CaAfiri=1,...n

SC4A
524V

Dann ist A; < 4A d.h. A; ist zweiseitiges Ideal und es gilt:

n

2. Ay = Kmx™ fiire=1,...,n.
3. dimg(A) = " m?
=1

4. n=dimg (Z (A))

BEWEIS: Siehe Algebra II oder | ] (1.17)
BeEwEIsskizzE: Es ist klar, dass 3. und 4. aus 1. und 2. folgen.
zu A; < 4 A zeige: ist S < 4 A einfach und a € A, dann ist

Sa ={0} oder Sa = S(als A-Linksmoduln).

Denn fiir die Abb. S — Sa; s +— sa gilt Kern = S <= Sa = {0}.
1. folgt aus (1.13).
zu 2.: Aus (1.13) folgt

j=1

Ai o EndA,. (Ai>0pp = Ai (Y] EHdAi (Vl>m><m o XN (T)
N’
End 4 (V;)

n; = m; :
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(1.22) BEMERKUNG:
Notation und Voraussetzungen wie in (1.21).

n
A:@Ai,1:€1+...—|—6nmthiGAi:>€i€j:5ij€i
i=1

(el,...,e,) ist ein Satz von orthogonalen Idempotente (=Elemente der Ord-
nung 2). Es gilt
Ai:Aei z:l,,n

Firl < i < nseiX; : A — Endg (V;) die zum A-Modul V; gehdrige
Darstellung. Dann gilt:
d.h. X; ist surjektiv.

BEWEIS: Nach Definition ist V; isomorph zu einem Untermodul von A;. Es
gelte also 0.B.d.A. V; < A;. Beachte, dass A; = e;A; = A,e; gilt. Daraus folgt

€j‘/; - ein - ejeiAi = ( fur 7 75]

Somit ergibt sich X;(e;) = 0 fiir i # j. Seiv € V; = ¢;A d.h. v = e;v. Hieraus
folgt
;v = e;e;0 = e, v =v firv eV,

und schliefllich

Betrachte X;|4, : A; — Endg (V;) & K™>*™i A; ist zu K™*™i als einfache
K-Algebra isomorph. Deshalb ist X;|4, injektiv und aus Dimensionsgriinden
auch bijektiv. O
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Kapitel 2

Die Charaktertafel

VORAUSSETZUNGEN: G ist eine endliche Gruppe und K ein Korper, der
Zerfallungskorper von K G ist (z.B. K algebraisch abgeschlossen). Falls nichts
anderes gesagt wird ist char K’ = 0 oder char K/ |G|.

81 Die irreduzibelen Charaktere

DEFINITION:
Cl(G) bezeichnet die Menge der Konjugiertenklassen von G. 0

(2.1) Satz:
Die Anzahl der einfache KG-Moduln ist (bis auf Isomorphie) gleich der An-
zahl der Konjugiertenklassen von G.

BEWwEIS: Nach dem Satz von Maschke ist K'G halbeinfach (1.17). Sei n die
Anzahl der einfachen KG-Moduln. Nach (1.21) ist n = dimy Z (KG). Seien
weiter (', ..., C,, die Konjugiertenklassen von G und

C; = Z g € KG (Klassensumme)
geC;

~

Behauptung: 61, ..., Cp, ist Basis von Z (KG).
Beweis der Behauptung: C; € Z (KG) ist klar, da

Yy g=x) 2lgr= (Zg)x VoeG

geC; geC; geC;

Es ist auch klar, dass die Ci Lu. sind, da sie disjunkte Trédger haben.
Die C;1 < ¢ < n erzeugen auch Z (KG). Sei a =Y _,a,9 € Z(KG). Fiir

geG

19
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alle h € G gilt h'lah = a also
D59 = D _ay (W' gh)
geG geG

Somit ist fiir alle g, h € G ag = a)-1,, und damit ist die Behauptung gezeigt.
O

(2.2) DEFINITION:
Hier darf char K beliebig sein.

(a) Sei V ein KG-Modul und %; : KG — Endg (V) die zugehdrige Darstel-
lung. Dann heifit

xv: KG — K ; a+— Spur(X(a))

der von V' bewirkte Charakter von KG. x, € Homg (KG, K), sodass xv
eindeutig durch yv|q : G — K bestimmt ist.

Xv|¢ wird auch mit yy bezeichnet und heifit der durch V' bewirkte Cha-
rakter von G.

Ein K-Charakter K- von G ist ein solches xy fiir einen KG-Modul V.

(b)

Irrg (G) = {xs|S ist einfacher KG-Modul}
Irr(G) = Irre(G)

0

(2.3) KOROLLAR:

(a) Irrg (G) ist in Abb (G, K) Lu.

(b) |Trrg (G = [CE(G) |

() > x()?=1d

xElrrk (G)
(d) G ist genau dann abelsch wenn x(1) =1 Vz € Irrg(G)
BEWEIS: (a) Seien Vi,...,V, Représentanten der einfachen K G-Moduln und

X;1 <@ < n die zugehorigen Darstellungen auf V;. x; = xv;. Seien die
A; wie in (1.22).

"2 x.(A;) = Endg (V)
Xi(A;)) =0 i#7
(1.22)

= da; € A; mit Spur (X, (a;)) = di;.
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Seien cq,...,c, € K mit ZCin‘ = 0. Daraus folgt fiir a € KG

=1
n

chxj(a) = 0 und fiir a = a; schlielich ¢; =0V1 <7 < n.

(b) Klar mit (2.1) und (a).

(c) Nach (1.21) gilt KG = @ KXWXM) ynd damit folgt die Behaup-

x€lrrg (G)
tung.

(d) x(1)=1 Vzerg(G)

& g (G)] = |

(b)
— |d(GQ)]|=|G]

<= ( abelsch.

O
(2.4) DEFINITION:
Eine Abbildung X\ : G — K heiit K-Klassenfunktion von G falls
AMg) = AM(h) Vg,heG, g~ h.
¢f, (G) sei der Raum dieser Klassenfunktionen. m

(2.5) BEMERKUNG:
(a) Irrg (G) ist Basis von cf,. (G)

b) Sei char K =0 und A\ = nyX, Ny, € K. X\ ist genau dann Charakter
( 6 My g

xElrrk (G)
wenn alle n, € IN.

(c) Sei char K = 0 und W,V KG-Moduln, dann gilt
V=W (als KG-Moduln) <= xv = xw
BEWEIS: (a) Irrg(G) ist Lu. und |Irrg (G)| = |C(G) |
(b) + (c) seien My, ..., M}, Reprisentanten der einfachen K G-Moduln. y; =

Xn;- Seien v;, w; € IN mit

k k
V =~ EBUZ»Mi und W = @szz
i=1 i=1
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Daraus folgt
k k
Xv = ZUiXi und xw = ZwiXi-
i=1 i=1

Da char K = 0 vorausgesetzt ist gilt

Xy =Xw <= v; =w; Vi

(2.6) DEFINITION:
Sei ¢ = Z nyx ein K-Charakter. Ist n, > 0 so heifit x (irreduzibeler)

xE€lrrk (G)
Konstituent von 1. 0

§2 Die Charaktertafel

VORAUSSETZUNGEN: Ab jetzt gilt char K = 0.

(2.7) DEFINITION:
Sei Irri (G) = {x1,--., Xk} und seien gy, ..., g, Vertreter der Konjugierten-
klassen von GG. Dann heifit

(X (gj))1<¢,j<k e KM

die K-Charaktertafel .
Zeilen: Charaktere, Spalten: Konjugiertenklassen (in der Literatur gelegent-
lich auch transponiert. Manchmal werden noch zusétzliche Informationen zur

Charaktertafel gezéhlt). O
BEISPIEL:

G =253

K=C

0 (12) (123)

il 1 1 1

Ya| 1 —1 1

a2 0 -1
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G:A4
K=C
() (12)(34) (123) (124)
e 1 1 1
Yo | 1 1 w w?
3| 1 1 w? w
il 3 1 0 0
o= exp (%)
G =25,
K=C
() (12) (12)(34) (123) (1234)
x1| 1 1 1 1 1
X2 | 3 1 -1 0 -1
sl 2 0 2 -1 0
il 3 -1 1 0 1
sl 1 —1 1 1 -1
O
BEMERKUNG:
Charakterwerte sind algebraisch iiber Q (sogar ganz). O
BEMERKUNG:

Sei: Sy — 7 C K, ¢(g) = |Fixpunkte von g|. ¢ ist Klassenfunktion.

\() (12) (12)(34) (123) (1234)
a2 0 1 0

Man sieht leicht ¢ = x1 + x2 und mit (2.6) folgt, das v Charakter ist. O

(2.8) BEMERKUNG:

Sei K C C, X eine K-Darstellung von G und x deren Charakter. Weiter sei
g € G mit n = |g|. Dann gilt:

(a) X(g) ist d@hnlich d.h. konjugiert zu einer Diagonalmatrix
€1 0

0 Ex:

(b) e =1 Vi d.h. die ¢; sind n-te Einheitswurzeln.
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x(1)
(c) x(g9) = Ze Ix(9)] < x(1).

(d) x(g) =x(1) <= g € Kern X.

(e) x(g7") = x(9).

BEWEIS: (a) Sei H = (g) dann ist H abelsch, also haben alle irred. Darstel-
lungen von H den Grad 1. Daraus folgt

[] 0
xX(h) = VheH ([]1x1Block).
0 []
ey 0
(b) ~ X(g") = X(1) = Eyq)
0 er

x(1)

x(1)
(©) x(o) = Y& "= (o) = 3 Jeil = x(1).

i=1

(d) x(9) =x(1) <= alleg; =1 < X(g9) = E,q) < g € Kern X.

~
|
—
(@)
m|
—

D
83  Die Orthogonalititsrelationen
VORAUSSETZUNGEN: Wie in Kapitel 2 §2 . char K =0 (K C C).

Seien X1, ..., %) Vertreter der Aquivalenzklassen von Matrixdarstellun-

gen iiber K und xi,..., X die zugehorigen Charaktere. Sei A = KG =
Al @ ... Ap mit A; wie in (1.21).

AiHXi
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Seien €1 + ... + e, = 1, ¢; € A; wie in (1.22). Sei R die von 4A bewirkte
Matrixdarstellung, die reguldre Darstellung von G und o der Charakter von
R. Wir wollen die e; mittels der ; ausrechnen.

(2.9) LEMMA:

0 sonst

G| fallsg=1
9(9)—{' | I

BEweEis: Fiir g =1 klar.
Fiir g # 1 hat 2R(g) als Matrix beziiglich G nur Nullen auf der Diagonalen,
da gz # x fiir x € G und daraus folgt

Spur (R(g)) = 0 = o(g).

(2.10) LEMMA:

o= > x(Dx.

x€lrrk (G)

BEWEIS: A; ist die direkte Summe von x;(1) isomorphen einfachen Moduln
mit Charakter y; (1.21). O

(2.11) Sarz:

DRUE

geG

IGI

BEWEIS: Sei ¢; = Zagg

geG

=" oleig) = ay/G|

2.10
2 4,6 = oleg™) ng
. 0 fiir i # j
Xile;gt) = Xa(e) X (g U2 .
jleig™) i(e)X;(97) :{j(g—l) sonst
x;(eig™) = x;(g71)di;
= ay|G| = xi(g)xi(1)
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(2.12) SATZ (1. ORTHOGONALITATSRELATION):

ZX@ Xj _1 _51']'

gEG

BEWEIS: Benutzte e;e; = §;;e; und setzt Formel aus (2.11) an und vergleiche
den Koeffizienten an g = 1. Damit ergibt sich fiir die linke Seite der Gleichung

gh xi(1)?
xilg =Xy
e Z; [
O
(2.13) DEFINITION:
Sei K = C. Fiir A\, i € ¢f,. (G).
(A, 1) =@ Z)\
geG
O

(2.14) BEMERKUNG:
(a) (-, -) ist hermitsches Skalarprodukt auf cf,, (G)) und Irr(G) ist diesbeziig-
lich eine ONB.

(b) Ist A = ZCZXZ € o (G) dann ist ¢; = (), x;) d.h. die Zerlegung von A
kann le1cht aus der Charaktertafel von G bestimmt werden.

(c) Die Orthogonalititsrelationen sind auch niitzlich zum berechnen der
Charaktertafel, insbesondere wenn schon grofie Teile bekannt sind.

(d) Sind x, v Charaktere von G, dann ist

O ¥) =, x) eN
und es gilt
X irred. <= (x, x) = L.

k
(e) Sei x = Z 2iXi, 2i € Z ein verallgemeinerter Charakter, dann gilt
i=1

X € Irr(G) < (x, x) =1 und x(1) > 0.

Dies ist wichtig fiir die Anwendung des LLL-Algorithmus (produziert
viele Charaktere und sucht Z-Linearkombinationen mit kleiner Norm).
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(f) Sei K C C dann gilt
Itk (G) = Irr(G) (= Irrg (G))

k k
BEwEIS: (d) Schreibe xy = Z n;x; und ¢ = Zmixi mit n;, m; € N dann
i=1 i=1
gilt
k k

i=1 =1

(f) Sei x € Irrg(G) dann ist x aber auch C-Charakter und aus (d) folgt,
dass x € Irre(G).
d

Die 2. Orthogonalitédtsrelation ist dquivalent zur Ersten aber manchmal
besser anwendbar.

(2.15) SATZ (2. ORTHOGONALITATSRELATION):
Seien g, h € G dann gilt

Z x(g)x (") = {0 falls g 4 h

XEIrr g (G) |CG’ (9) | sonst

BEWEIS: Sei X = (x; (9;)), ; die Charaktertafel. Seine weiter X = (x (5;"))

1]

. G| lel
dC=d P s
o a Ca(g)] 7 ICe <gk>|>
N——

# Elemente der
Konj. Klasse

Aus (2.12) (1. Ortho.) folgt
1 ~t
Be = —X (CX).
|G|
Aus der Tatsache, dass eine Matrix mit ihrer Inversen vertauschbar ist folgt

1

Ej, =
G

(cX") x.
Und daraus ergibt sich

X'X = diag (|Cq (1) - - -, |Ca (g)]) -

Ganz nebenbei ergibt sich, dass man die Klassenldngen bzw. Zentralisator-
ordnungen leicht aus der Charaktertafel bestimmen kann. O
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BEISPIEL:
|S3] =6
Klassenlédnge 1 3 2
Ca(gi)| | 6 2 3
0 (12) (123)
X1 1 1 1
X2 1
X3 @

1 gegebene Werte (triv. Charakter bzw. Ubungsaufgabe)
&) aus X x(1)* =G|

— 1. Ortogonalitétsrelation
=] 2. Ortogonalitétsrelation

g4  Charaktertafel und Faktorgruppen

VORAUSSETZUNGEN: Sei K C C Zerfillungskérper von KG und invariant
unter komplexer Konjugation.

(2.16) DEFINITION:
Sei x ein K-Charakter von G.

Kerny := {g € G| x(g9) = x(1)}

(2.17) BEMERKUNG:
(a) Kerny < G.

(b) Sei x Charakter, dann gilt

Kerny = ﬂ {Kern | 1 ist irred. Konstituent von x} .

() () Kemy={1}.

x€lrrk (G)
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BEweEIs: (a) Nach (2.8)(d) gilt
x(g) =x(1) <= g€ KernX

(fiir y ist Charakter von X) und daraus folgt die Behauptung.

(b) Sei x = Z nyt die Zerlegung von x in irreduzibele Konstituenten und
nwyﬁ()
sei g € Kern y so gilt
(2.8)(c)
X< D ngle(g)l <) ng (1)) = x(1).

Ny, 70 Ny, 70

=
—~
-
~—
|
=
—~
—
=
|

Da links und rechts jeweils x(1) steht, herrscht iiberall Gleichheit und
somit gilt

Kerny C ﬂ {Kern | 9 ist irred. Konstituent von x} .

, 2 ist Kklar.

(c) Die Spalten der Charaktertafel sind lL.u.

Alternativ kann man auch (b) benutzen und fiir y = p(= Z »(1)y)

Yelrg (G)
wéahlen.

(2.18) Sarz:
Sei N < G. Dann gilt

(a) Ist x Charakter von G mit N < Kern y so ist x konstant auf den Neben-
klassen von N in G.

x(gh) =x(9) VgeG,neN

Die Funktion Y : G/N — K, X(gN) := x(g) ist ein Charakter von
G/N. Zusatz:
X irred. <> X irred.

(b) Ist X ein Charakter von G/N und x : G — K ; g — X(gN) dann ist x
ein Charakter von G mit N < Kern x. x heifit Inflation von X auf G.

(c) IrrK(G/N) ={X|x € Irrx(G) mit N < Kern x}

C/nl= > X7

x€lrr g (G)
N<Kern x



Seite 30 KAPITEL 2. DIE CHARAKTERTAFEL

(d) N = ﬂ Kern .

x€lrr g (G)
N<Kern x

Anwendung zur Ss:

0 (12) (129) N (12)N
xi|1 11 7 oy 1
|1 -1 1 w1 -1

BEWEIS: Seien x = xx, d := x(1) und N < Kern y = Kern X.

GLq (K)

G x
o A
G/N

(a)+(b) X ist der Charakter von X und es gilt: X irred. < X irred. da Bild X =
Bild X.

(c) folgt aus (a)+(b).

(d) folgt aus (c) und (2.17)(c).

BEISPIEL:
Seien G = Sy und N = {(), (12)(34), (13)(24, (14)(23)} (= ()¢ U (12)(34)%).
Es gilt

N < Kern x1, Kern x3, Kern ys5

() (12) (12)(34) (123) (1234)
w1l o1 1 1 1
vsl2 0 2 -1 0
s |1 -1 1 1 -1
s

(ON (12)N (123)N
X1 1 1 1 G/N >~ G,
vl o2 0 1
w1 4 1
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(2.19) Sarz:
Sei G' die Kommutatorgruppe von G. Dann gilt

G = ﬂ Kern A
Ae€elrr i (G)
A(1)=1

und

1G/cr| = [{A € e (@) | A(1) = 1},

BEWEIS: Sei A € It (G), dann gilt:

2.3)(d), (2.
(2.3)(d), (2.18)

G < Kern \ < G/Kern)\ abelsch A1) =1.

Der Rest folgt aus (2.18)(c)+(d). O

85  Charaktertafel und Zentrum

VORAUSSETZUNGEN: Wie in Kapitel 2 §5 .
SCHREIBWEISE: Sei H < G, x € ¢f, (G), dann ist
Xy : H— K; h— x(h).

Ist x Charakter der Darstellung X von G, so ist x; Charakter der Darstellung
X|g von H.

(2.20) DEFINITION:
Sei chi ein Charakter von GG, so heif3t

Z(x) ={9€G|Ix(gl=x1)}

das Zentrum von Y. 0

(2.21) LEMMA:
Sei X eine Matrixdarstellung von G iiber K mit Charakter x, dann gilt:

(a) Z(x)={9€G|X(g) =¢E firece K}
(b) Z(x) <G

(c) Xz(x) =
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direkte Summe ............. 8
Gruppen- .................. 10
halbeinfach ................ 13

Annulator ......... ... ..o 5

C

Charakter ................... 2, 20
K- oo 20
Inflation ......... .. ... ... 29
wrreduzibel ... L 4
triviale ... ... ... ... 3
verallgemeinerter .......... 26
Zentrum ........... . 31

Charaktertafel
K- o 22

D

Darstellung ................... 6, 8
dquivalent ............... 2,7
wrreduzibel ... 4,7
Matriz- ... 1
Permutations(matriz)- ... ... 3
reduzibel ................. 4,7
requldr ......... ... . .. ... .. 25
triviale ....... ... ... .. .. ... 3

G

Grad ... ... 2

I

Involution ....................... 2

IT

K

Klassenfunktion ................. 2
K- oo 21

Klassensumme ................. 19

Kommutatorgruppe ............ 31

Konjugiertenklassen ............ 19

Konstituent .................... 22

M

Modul
G-invariant ................ 7
(R-)Links- ................. 4
(R-)Rechts- ................ 5
(innere) direkte Summe ....6
Basis ... L. 6
Bl )
einfach ........ ... ... ..... 5
endlich erzeugt ............. D
freier ... 6
halbeinfach ................ 12
Komplement .............. 12
Rang ........... ... .. ... .. 6
TequIGT ... D

Z

Zerfallungskorper .............. 15
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